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гл. 11. ЭЛЕМЕНТЫ ГОМОТОПИЧЕСКОЙ ТОПОЛОРИИ ° — № 
$ Г. Гомотопии 


Гомотопией топологического пространства Х в топологическое простран- +. 
ство У называется семейство {%:Х > | 9<4< 45 непрерывных отобра- ' 
жений, непрерывно зависящее от параметра % . Непрерывная зависимость от 

понимается в том смысле, что непрерывно отображение ВТ |, 
( Т - стандартное обозначение для отрезка [0, 1, определяемое формулой. | 
Е (4) = $, (%). | | | | 
ав. что гомотопия 1 связывает или соединяет отображение ос 
отображением {, . Отображения, Которые можно связать гомотопией, называют- " 
ся гомотопными. Гомотопность отображений - рефлексивное, симметричное и} 
а праизитивное пение ’Примены гомотопных отображений: отображения ов 2 
$ на рис. Т; тождественное отоб-| 
ражение $*—5* и отображение, ‘перево- | 
дящее всякую точку в диаметрально противо-! 
положную. Примеры` ‘негомотопных отображе- р 
ний: отображения {4,1 %’—Т на риса, 
Л и тождественное отображение $%-> 52 | 
‚. и отображение, переводящее всякую точку ву 
и `° диаметрально противоположную. В каждом из 
тих примеров гомотопность отображений можно доказать, прямо указав И 
‘Топию (тоядественное й антиподальное отображения окружности можно. соеди- \ 
НИТЬ гомотопией ' с: ; $4551 где ", - поворот против часовой стрелки на} 
а. угол п ); негомотопность в наших примерах наглядно очевидна, но мы не 
имеем пока средств для ее доказательства. =. 

Пространство Х`называется стягиваемыи по’ себе в точку жеХ, если то- 
ждественное отображение ХХ томотопно постоянному НОбАЛЕНИЯ, пере- 
волящему каждую точку пространства Х в %,. Гомотопия, соединяющая указан-! 
ные отображения, называется стягиванием. Стягивание +: Х -> х назы- 
вается сильным, если $, (х,)=“Хь при лобом 4 о.-и № 
Пространства, Нино Не, но ыы Сильно стягива- 
емые В некоторую точку ,бывают (пример указан на 
рис. 2), но в  бетрически содержатальных случа- 
ях стягиваемость и сильная стягиваемость - одно 


й то же. = 
Следующие ‘два свойства стягиваемых пространств очевидны (их доказа- 


тельство - упражнение): если пространство стягивается в какую-нибудь свою *. 
| | |. 
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3 з г 7. 
точку, то оно стягивается в любую свою точку ; если пространство Х стягиза- 
емо, то любые два непрерывных сображения любого пространства в Х гохотонны. 
| ‘Примеры стягиваемых пространств: точка, отрезок, прямая, В" ‚ ла | 
(зо всех случаях стягиваемость очевидна); примеры нестягиваемых простран- 

ств: сферы (нестягиваемость $°= двоеточие очевидна, нестягиваемость $"и | 
будет доказана ниже). | ся 


^ 


$2, Пути. Связность, 


Путем на топологическом пространстве Х называется непрерывное отобра- 
хоние Г>Х . Точки 4(0) их) называются началом и вонцом пути 4 1—Х . Го-, 
ворят, что путь 4 соединяет 4(0) с 4(4). Путь 4, у которого 4(4) =4(0) называ- 
ется петлей; совпадающие между. собой. начало и конец петли называются ее вер- 
шино", Поскольку пути - непреривные отображения, ми можем говорить для них 
о томотопилх. Однако для путей мы всегда будем понимать гомотопии в исказмеи- 
пох смисле: автоматически предполагается, что при ромотонии пути %+ :15Х 

‚ точки $; (0), 4) не зависят от + . Таким образом, если пути гомотопны, то 
у них одинаковые начала и одинаковые концы. 

Если конец пути 4, совпадает с началом пути 4> , то можно говорить о 
произведении этих путей. Так называется путь ^, 3, , определяемый формулой: 

^^, = О) при + <= р 4,4, = (-) при {> : 5 | 

Пространство Х называется связным, если любые две его точки можно сое- 
динить путем. (Иногда это свойство пространств называют линейной связно- 
стью, а термин связность используют для обозначения некоторого более слабо- 
го свойства; мы этого делать не будем.) Несвязное пространство распадается 
на 2 или более компоненты: компонента точки 5 определяется как совокупно- 
сть точек, которые можно соединить с хх путем. 

Стягиваемые пространства связны: траектория {. (>) _, описываемая про- 

° ИЗВОЛЬНОЙ ТОЧКОЙ х еХ при стягивании пространства Х в точку “, › пред- 
` ставляет собой путь, соединяющий % с 5%, . Связное пространство может 
быть, оцнако, не стягиваемым. Пример доставляет окружность. 


‚63. Односвязность. _ 
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Теорема. Пусть Х - связное пространство. Следующие утверждения эквива- 
лентны: | | 
(<) Существуют такие точки х,, 5, е Хх ‚, что любые два пути с началом 
(%, И КОНЦОМ 94 ГОМОТОННЫ, 
(44) Любые два цути на Х , имеющие одинаковые начала и одинаковые 
КОНЦЫ, ГОМОТОПНЫ. | 
(<<) Существует такая точка х.еХ , что любая петля с верниной %. 
‘стягиваема (т.е. гомотопна постоянной петле). | 
(44) Всякая петля на Х гомотопна постоянной петле. 
(4) Всякое непрерывное отображение `5*-— Х гомотонно постоянному 
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о” 
отображения. 
_ (9%) Всякое непреривное отображение $1.-ьХ прододжаетсл до неко- 
торого непрерывного отображения р Хх 
Доказательство: упражнение. 
Пространство Х называется односвязним, если оно связно и для него 
‚ выполнено одно (а, значит, и каждое) ‘из свойств (4) - (*с). 
Пример Т. Стягиваемые п просзранства односвязны. Действительно, если Х 
а то оно связное (см. выше); проверим для него свойство (17): ес- 
‚ 3% Х - непрерывное отображение и $: Хх -—>Х — стягивание, то 
р г. од; $ $1» Х - гомотопия, соединяющая с Постоянным отображением. 
_ ра Сфера 9 О и>9  односвязна. Дей ‘ствите льно бер сяз- 
: НЫ (любые лвё точки соединяется дугой большого круга). Покажем, что при 
Ни ) сфера обладает свойством (7). Пусть {1:5‘-$ 5" - непрерывное 
* отображение. Предположим сначала, что 1 5%, т.е. что существует точ- 
р ка хе ты ‚, не принадлежащая образу ыо И 0боз- 
| . 


Я ие Ч А ка тоынстгие > 
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начим через \ точку, диаметрально противополоя- 
. ную <. Для каждой точки яв <* точка $(2) соединя- 
ется с \ единственной о дугой большаго. 
круга. Гомотопия : 312, 5" соединяющая с 
постоянным отображением, определяется при помощи 
этих дуг: точка. $ (*) при увеличении &  сколь- 
зит по своей дуге с постоянной скоростью от {@ к у. (см. рис. 3.) Что- 
би свести общий случай к рассмотреньому случаю, мы должны показать, что 
всякое отображение |: 51, 5% — гомотопно ‘отображению, образ которого не 
совпадает со всей сферой 5. Пусть п, столь велико, что если 3,, 3, с $ 
и 4 (3) <2щ/и , то $ (С (3.), (з,)) < 4/400 . Разобъем $* на и. ут 
ем 541, 154,561. ОВ 1 равной длины и построим отображение а < 
и: следующим образом: $. (ж;)= {(х:), а дугу а 1] 
ое, 5+4 Отображение {о линейно отображает на к. У 
кратчайцую дугу большого круга, соединяющую { (х:) 
С {((х. и} Очевидно, \ (5') содержится в о. 


сздавныц:. 





г 





числе больших кругов и не покрывает $“ .„В 
то же время 5 близко к ( в том омысле, что | 
(ы ( >, < %/100 для любого «е5* . Благо- Вии. 


даря этому точки (( и 6(%) соединяются‘ при любом < единственной 
кратчайшей дугой большого круга, и при помощи этих ду мы определяем гомо- 
‘топию, соединяющую Г с Ге (о 26:2.) 

Этот пример показывает, что не всякое односвязное пространство стяги- 
ваемо. 


6 4. Фундаментальная группа. 
Пусть Х - топологическое пространство и Хх, - произвольно фиксирован- 
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4. 
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ная точка. Обозначим через О, т ) мнохество петель пространства Х с вер-: 
ШИНОЙ Хо И через Т, (а; Хо ) ОБЕ ОТЬВ классов, на которые @_(Х, х. ) разбива- ". 


_ ется ЕЕ ОНО Петли можно перемнохать (см. и: определе- 


ние произведения путей), но .(Х,х.) не является группой по отношению к | 
этому умножению. ВВиду оне. инвариантности умножения петель 
(1, а 57), оно индуцирует умножение в П;(Х,Хо ),х и пос- 


лЕДиае. делает < ме Хо ) группой. Единицей этой группы слухит ласе постоян-! 


ной петли сопч+ : р Хо, Переход к обратному элементу осуществляется пе- |. 


| ‚реходом к обратной петле: ^ >» ть 51%) = 54-4) . Проверку групповых 


аксиом, которая сводится к ‚проверке гомотопностей а яя (З), 54- 
‚Ао сопзЕ, Со А мА ‚ 4 еде ‚ мы пролустим. Группа 

т, (Х,хо) называется фундаментальной группой‘ пространства Х с началом х.. | 

Функториальнооть. Непрерывнов отображение {: Х —*\  ,‚ переводящее | 


точку Хо В ТОЧКУ Усе У, очевидным образом индуцирует А к. (хо) „ 


т, (У,Ус), который обозначается через у . Очевидно, (49), = 1,3 т [ 


Зависимость от Хх. . Пусть %0 1ЕХ. ие В той же компоненте, что и ой И 
Зафиксируем В 33 "доединлюций” Хо’ © и и рассмотрим отображение И 
вх 0. (Хх У. (Х, х 7), определяемое формулой Тм) = 
= ие 5 ‚ Очевидная проверка показывает, что: 


сре СИЕ ПЛ 


с мом = т, > 1, 
| | Пи (млих) — ТА 2) т, 5.) 
А ыы - т. (0-м г. 

Из этих трех формул первая .показывает, что Т, индуцирует отображение 
а (Хх Хо '), которое мн тоже обонначим через Т, ; вторая .показн- 
вает, чб Та Е о )-5 О Ко ') есть а. ты показывает, что: 
_ томоморфизиы т (х, Хо) -> п, ко х|), Та: а (хо) — 14 Сьхо) взаимно] 
_ ббратны. Таким образом, т, ве Оо он В НЕАООЯ ивонороизмом не-! 
реноса вдоль А или просто ‘переносом ВДОЛЬ . 

Мы видим, В частности, что группы 4 (Хьхо) и Па (Х, в) изомороны. 

Если 4’ = р путь, соединяющий х, с х! то, ЧЕН, 


т ть (#) уу -1 


где \ ‘- петля АА ТЕе Е Хо)», так что а изоморфизм 
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т. (Х, хо ) Е Не, ре ы =. т, (5, к эй 
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совпадает о внутренним автоморфизмом группы 1. (Х, Хо ть Производимым клас- 
сом петли №, Таким образом, изоморфизм Т‚ не нвллется в общем случае ка- 
ноническим; а определен с точностью до  КОИЛОЗИЦИЙ с внутренним автоморуе 

° Мом. Боли, однако, фундаментальная группа пространотва Х является оить- 
тизной, то изоморфизм Т, каноничен, и мы можем извнать х, из обозначения |" 
т, (т, 5 ). не общем случае ‘обозначение т ($) может участвовать в выражени- 
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лх "группа 1,(Х) конечна" ,. "группа 1. (Х) п роста", НО 1 Влятся ооЗне 
‚нисм для определенной группы; например, бессмысленно сказать "« 
групин т, (Х)", можно сказать только " < -элемент группы 1, (Х,х Я. 
Гомотопическая инвариантность. Говорят, что пространство х сильно 
стягиваемо к своему подмножеству А, если существует гомотопия Ё: ХХ с 
=, (9) СА, А = А, . Очевидно, если Х сильно стя-. 


ее КАИ Кое , то т, (А, и уе. Хо); точнее, включение А->Х ин- 
Б А 





дуцирует оное т ‚А, ея о) > т, ух 


бундаментальная Г уппа оизведения. т (ху. У о уе Та ИВ < 
т, (У›Уо). Действительно, уже © (Хх У,(хо»У о) = (Хх = ОКУ. Ус 2% 





65. Вычисление фундаментальной группы окружности 
Положим А = (1,0)е 51. Наша ближайшая цель - установление изоморшизма '. 
- ЩО = 2. | 


Аргумент Ала с Точки Е $: ус определенный с точностью до ЭК угол по-. ы 
ворота против часовой стрелки, совмещающего А с х. Другими словами, 


Ач, а) = О | | сзы= $, миа = т. 


Пусть 5. 1% 9“ = путь. Пепрерывная вотвь композиции Аза. о \ (мн буд 
гогорить короче "непрернвная ветвь пути ^"} есть, по определению, ненре- 
рчвная оункция у ат, такая, что д (®е Ача х (4) при любом 4е{. 

Лемиа. (&) У всякого дути 3:\- 5‘  еоль нопоерирная ветвь. 

(46) Если А - нопрернвная ветвь нути ^ , то дунщия А’ тогда г то- 
льхо логла илляется непрерывной ветвью пути & ‚ когда разнооль %.-^ 
ость константа, кратная. ры ме 

Показательство. Начнем с (44). Если 5% — непрерывные вотви, то ра- 
тм принимает только значения, кративе Ч ‚и из теоремы о! 
промехуточном значении вытекает, что, она - константа: если. 0 (44) = АТК, ъ 
(4, )=Экк, и КК, › то можду +, и Ъ, Функция @ должна принимать 
все значения, лежащие и ду тк, И ЭТК, ‚ но эво невозможно, так как 
‘не все эти значения кратны. аь. 

Переходим к (4). Положим В = (-7Т,0) и определим функции у й 

"А-В, 04,138 > ® условиями . 

| олд , (х) Е Ач <. < 04 (5) < 2 и 

вла, (х) © Ата ое › т бла, О < | | и 

(см. рисунок). Очевидно,’ эти функции непрерывны. Виберем такое 9, что 
осли Е < 8 ›, то точки 2 (4') и 5 (4") кр А 

не диамо трально противоположны, и возьмем 
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п>{/$ . Разобъем отрезок Т на п. равных р 
отрезков д = Г-0/“, т ‚ Так как 7 





оовиивине точен > -- еее то рем те о о ы неее =. ЕТ уе 5 у 
феерии риееттай т ететерестет отд терр тремя отоачкоанее у се стене со иерея чи 2 геи 
РГР": ы т оеты тт 





точки 


6. 


^,В диаметрально противоположны, то ^(д;) < ЗА или ^(& ео 





так что при любом & определена хози он опна из лу ОС д ° | ба 
04, °^|д; , ТУ из ‚них, которая определена ие если ие нЕ бе), 
тоске. т 

мн обозначим через А: : Значения < ЭУНкЦИЙ и УОГуТ отличаться на 4%, 
ий ин определяем т Е. ветвь А пуш А и процедурой: 

За, — Л р 

3 \^ лы азы) = ха 

^ 

А [А а - т (2/ п) — Аи 

т С бело - об-оио 

т м 
Легма показана, Нам будет удобно применять ее в такой зорме; сл: Е 
А тд р то существует единственная непрернвная затвь А. путил с А (0) 





=4.-В частности, для. ес 1 (3, А) можно взять /=О; непрерь 


о 


ТЛИ 


Тоорома. (85 А) = 1 
нулой Ч, (3) = 32° (в которой < 





кос лол из © СВХ А) гоиотопиа одпог из петель Ф, ‚ лезли , ноу 
соо т. не гомотопны, и Ч м Чу, 
и. = ь 
показателрстло. о. * - основная непрерывная ветвь петли ^ , то 
Я (в АВА = 917 —. Целое число А) /ак мн обозначим через Ч (>. 
Лемма. Поли №=/). , ТО 9’) = ас). 
доке ‘зательство лемми. . Пусть А ; > 5% - гомотония, соединяющая $ © г 
х', Заберем такое ©, что если фк" 3А<8 , 10 точки 3,0, &,&) не ди-. 
_аметрально противоположны ни при каком <, и возьмем м7 4/6 . чуняцил. 
(; = 5. = и ВИА. ненреризна, принимает значение О в О и не поини- 
‚| 'Мает а 4 . Следовательно, |4.\<п ‚а так как 046211, 
и) . Таким образом» 
Е 2 Зам 2 = | 
нет Ч = Ре - 
м п И р 
Продолжение доказательства теоремы. Итак, < определяет отображение , 
(5 В]. 2 ‚ Это - гомоморфизм, поскольку, очевидно, 
( ы ^, (%). Пр <, 
+, (и -1) пи &24/ 


(см, рисунок). Ясно, далее, что (< )- =К, так что это - эпиморфизм, 
МА цен, очезицна мономороность 
шего отобравения: если $ (1) =! (4), 
то, а: о о А+ А! 
потлю с е- = 








л сл (0) = О мы будем назнвать основно\. 


выст — 26-4 















й обозначал через 


Подробнее: определим петлю @, 


твную ветдь 2 


С 


Тогла 
——"—-ы 


Пако- 


В 
> 


У 5% 
прерывной ветвью ^, (она сущест- 
р Е | и - й ^ | \ т 
т вует, поскольку ^, 4] = ^\ => 4) 





а м См РАНЫ | 


7 


ттт еемюь 5. 


ь 
И 
.: 





6211, з всякая негрерывнал шункция на отре зке, и 
знаш оля, иратные 9" , является непрерывной ветвь 
получаем гомотонию, сосдинлющую хе м. 

[ост о труппа т, ($, А) коммутатизна, мы модем отождествить все 
грунин ие. х) между собой ис. 

Произвольное: непрернвное отображение 1: 5,5’ индуцирует: для вол 
кого хе 5“  гомоморфизы 1.4“ 55) ти ($* $ (%)}, а: =. х ОВО 
момор’изм представляет собой умножение на некоторое целое число, кото- 
рос, очезидно, не зависит ‘от % . Это число называется степенью отобразо- 
НИЯ . и обозначается через К {+ . Доказанной теореме мы можем придать 
такую форму: два отобраления $-» $ гомотопни тогда и только тогтя, 
кола равин их отелени. | 
``СВ заключение два способа вычисления степени. Пусть Г. о ие 
прерндное отображение. 

Первий спобос способ заключается в том, чтобы построить непрерывную дуил- 
цию 11“ х > (ох - любая точка), такую, что ИлеАм $); тогда 

ид $ = | ИСХ (4 — Их из], 
и 2п © (3; в 
или, менее. формально, @24} есть приращение функции ( при полном обходе 
окружности, деленное на Эк . 

Второй способ. Предположим, что о и некоторой ТОЧКИ Хе$' 
копечен; пусть 5.,.., х„ . - его точки. Пусть х+ и хг - точки, бли=- 
кие к точке х; и находящиеся от нее в направлении против и по час020- 
стрелки. Положим. | 





| 
©) 
| 


4 =4 , если \(х^) лежит в направлении против часовой столики ох 


й : ны 
Ц ые- | ° Я — { (5) Е Ба АИ ААА По ПТ рее" т 497, сир у 

Е ее А э —н — е (2: ) `_- ть —и — По — и Е: СВХ. г г 

ыы а = —\ й ОЧИАЕ \ (х#) ИИ и —и —— против ыы ера. № | 


(лено, что д не зависит от х= , если точки в достаточно блик ю) 


Положим, далее, 
Л; если’ А, Ш--\, 

а: = -Т, если и, ‚5 о 

О, если = 


та 

Тотда к 

424 { = $. + м | 

‘цоканите!). | 
$6. Примепения степени 

Теорема ХТ. Окружность нестягиваема. 


Локазательство: тождественное отображение икеет степень ^_, а посто- 
отображение имеет степень 0. 


ПЕ 8 оо ЕЩЕ Ат 





о а СР 


томе но * 


(Е пореводит всю окружность 


ле 


2. Не суцоствует непрернвного отображения 0—5, при ко- 
ниля точка окружности 5“ пореходил в себя, 
дс ствительно, если бы такое отображение ф:2—>5* существовало, то 
композиция Фо, , тде (1:9 р — радиальное стягивание окружности в 
центр шара (Н=+) была бн гомотопией, связывающей тождественное ото- 
Обралоние окружности с постоянным. 

Теорема 3. Воякое непрорнвное отображение 0—1” имеет неподвижную 
т а а я Я мы 
Ва Доказательство. Пусть }{2`->2” - отображение без 






пни : 
о неподвижных точек. Для хер обозначим через 9(х) точ- 
| ь ку пересечения с окружностью луча, проведенного из точ- 
а КИ 1$) через точку < (такой луч единствен ввиду Год Ех. 





и непрерывно зависит от 5 )..Мы получаем непрерывное 


9. . | 
отображение ‚р-+5' ичем, очевидно, 0$) = ихе 5$" . Противоречие 
9 , , 


с теоремой г. 


КА Векторным полем в области О < ` называется непрерывная функция, 


о-посящая точке ®е\] вектор, приложенный в хх . Точка же называется 
особой точкой векторного поля г, если (= О. Особая точка называется 

изолироваиной, если в некоторой ее окрестности нет других особых точек. 
Пусть $ - окружность (или произвольная замкнутая кривая) в области 0, 


‘но прохолящая через особые точки поля { . Ориентировав кривую $ умы мо- 


хем отохлестпить ее с окружностью; формула Е = #69 /ИУСЭ{ определяет 


`’ отображение Е:$— 5" , т.е. КГ: 31-,5* , Степень этого отображения (це- 


лос число} называется вращением поля {$ вдоль > . Заметим, что если изме-_ 
нить ориентацию кривой 5 , то вращение поменяет знак. Ясно также, что 
вращение на менястся при деформации кривой <, в процессе которой она не 
проходит через особые точки поля { (отображение Г тоже подвергается гомо- ' 
топии, и его степень не меняется). Пусть х - изолированная особая точка 


‘поли } и $ = маленькая окружность, обходящая х против часовой стрелки. 


й 


Зращение поля + вдоль > не зависит, в силу сказанного, от С и называет- 
ся индексом точки Хх у обозначение: (пд, х или Ш х . 





Примеры вычисления индекоя: \\ й у 
ИТ да к. | м д | р 
о = а - «АТРГл. | | м и 
‚> < „т м 47 
оф .—— <= уе ® 5 — д ааа 
ИН: в пренеовь : ый + м. Я у 
Кооч) = (+, 0) х,))/ = 13 =, 9) 
ма: 0 = 0 40 = с О = |. 


(Е - поворот на 1807) 
п точку 0). 


(Е тохдественно) 








а. ® и. 
—— и | х тм р 
| г 11| АА | 
11 ] ] | < кл 
и не, А 
зе 


Из, = аи Кв) = (99 
мб: О = Е 4:0 =-4 
`- поворот на 909) (С - отражение в прямой х=ч) 


има. и вокторного поля, у которого все особые точци лзолироь 
И кривой равно сумме индексов особых точек, заключен 
ЫЪ—————— —Ш—————— 


с 
о ОИ =. 






ва Доказательство. Продеформируем кривую © в по 

о ложение 5' как показано на рисунке (53.,%,,..- 060- 
бые точки, на оисунке их три). Поскольку дезор- 
мация не задевает особых точек, вращение поля .{ 
вдоль о равно вращению вдоль — Чтобы найти по 








м следнее, разобъем $' на 9+ 2(%-+) отрезков: 
| а ЕЕ маленькие петли вокруг ссобых точек, - 
И ы И 4: _, * Приращения непрерывной ветви аргумента отобрал 
ни: г па ` отрезках ее & О по знаку и равны по модулю, прире- 
из на &. равно Эк ибо, & Таким образом, вращение вдоль $' равно т х 





‹Козоольнез всюду вместо "равно" сказать "приблизительно равно"; по враще- 





| НЕЕ я ирлоксы = целые числа, Их можно вычислять приближенно, скажем с точ- 


ИЪстью до 1/10.) 
1 \ неп ербнах 


Нсктосное поле. на гладкой поверхности в р — это’ функция, относящая 

ка тот тоще поверхности касательный вектор к поверхности, приложенный в 
это! точке, Для изолированных особых точек векторного поля на поверхности 
осо говорить об индексе, скажем, локально спроектировав это поле на ка- 
сательную плоскость в особой точке. Впрочем, индексы особых точек не меня- 
ютех под действием дифреоморйных отображений (т.е. гладких взаймно однозн- . 
ачных отображений, обратные к которым тоже гладки) одной поверхности на 
другую, даже обращающих ориентацию (докажите!). 

‚ Теорема, (Эйлер). Воли все особые точки векторного поля на сфере изо- 
лИрорлны, то сумма их индексов равна 2. 
°' доказательство. Можно считать, что северный полюс не является особой 
вочкой. Нарисуем вокруг этого полюса маленькую полярную шапку й спроекти- 
хуем дополнение к этой шапке из северного полюса на плоскость, касающуюся 








чы, 


10. 





сферы в южном полюсе, Мы получаем век- 
торное поле в большом (по размерам) кру-'. 
ге на плоскости, причем у этого поля бу- ы 
дет столько же особых точек, сколько их |. 
было у векторного поля на сфере, и индек-^. 
сы их будут те же. В силу леммы, нам до- „^ 
статочно найти вращение векторного поля 
в круге вдоль границы этого круга. Можно 
считать, что вектор нашего поля на сфе- 
ре, приложенный в северном полюсе, нап- 
равлен по Гринвичскому меридиану. Поляр- | 
ная шапка столь мала, что можно считать, 
что векторны, приложенные в других точках полярного круга, имеют то же 
направление. Таким образом, в точке полярного круга, имеющей долготу © › 
вектор составляет с южным направлением меридиана угол < и отклоняется от 
него в направлении Гринвича. При проекции меридианы перейдут в радиусы. 
В точке окружности, отвечающей Гринвичскому марициану , вектор будет нап- 
равлен к центру. При движении по окружности против часовой стрелки век- 
тор будет отклоняться от радиуса в направлении Гринвичского радиуса, т.е. ‚ 
тоже против часовой стрелки. При прохожцщении дуги с вектор отклонится от 
радиуса на угол 5, да и сам радиус повернется в том же направлении на 
тот же угол с. . Таким образом, вектор повернется против часовой стрелки 
по отношению к своеми первоначальному положению на угол 29. ®„ При полном 
прохождении окружности, т.е. при прохождении дуги © ‚ вектор повернет-. 
ся на 9= . Таким образом, вращение действительно равно ©. : 












ое а анна 
- в 5 





а имя или 
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Приведем два следствия из доказанной теоремы. 

Теорема 5. На 5” не существует векторного поля без ос`обых точек. 

Эта теорема, прямо вытекающая из теоремы 4, в популярной литературе 
нызывается "теоремой о волосатом шаре" и имеет образную формулировку: 
волосатый шар нельзя причесать. 

Теорема 6. Сфера 5” не стягиваема. 

Доказательство. Если “бы существовало стягивание Г : $35 52 ‚ то мы смо: 
ли бы ооо на 5” векторное поле без особенностей. Это делается так. 
Обозначим для двух не диаметрально противоположных 
точек А,В сферы и для касательного вектора х к с9е- 
ре в точке А через ТР (=) касательный вектор в точке 
В, имеющий ту же длину и составляющий с ориентиро- 
ванным большим кругом АВ тот же угол, что и. ФИКСИ: 
руем, далее, такое б , что если |"-{|<0, то точки ‚5, о: не ди. 
аметрально противоположны ни при каком 565”, не” „> 2. 
и выберем такое и, ‚, что 4/й < . Для каж- ) 
дой точки < е 5* рассмотрим последовательност 


о, 49, 5 Гиз ©, $6 


Поскольку Е — стягивание, Г ты $ @9=х- И 
НА: - 








[од 





точка, не зависящая от 5 . Соседние точки эт той Е 
те. р. 
последовательности не и противополох- В 5 4 Я 


ны, так что для произвольно фиксированного кенулевого касательного век- 
тора & в точке Хх, определен вектор | 
т 
о ( й. ве \ со рее 

-- ненулевой вектор, касающийся сферы в точке хх. и непрерывно зависящий 
(при фиксированном & ) от х . Векторное поле на сфере построено - мы 
пришли к противоречию. 

Теорема 6 аналогична теореме Л, и нодобно тому, как мы вывели из тео- 
ремы Л теоремы 2 и 3, из теоремы 6 выводятся: 

Теорема ". Не существует непрерывного о отображения 28$ ‚ сужение 
которого на © тоддесввенно. 

Теорема 8. Всякое непрерывное отображение рр имеет неподвижную 
точку. | 

В лействительности сфера <" не стягиваема ни при иаком И, ‚ так что 
аналоги теорем 2 иЗ (7 и 8) имеют место во всех размерностях; в частно- 
сти, любое отображение шара любой размерности в себя имеет неподвижную 
точку. Однако, мы не имеем пока технически средетв для доказательства 
нестягиваемости сфер. 

В заключение мы обобщим теорему 4 на сферы с ручками. 











Те 


Теорема 9 (Эйлер). Роли у векторного поля на сфере с й ручками все 
особые точки изолированы, то сумма их индексов равна $] 

Теорема ТО. При 954 на сфере с 4 И не суцеотуел векторного 
подя без особенностей. 

_ Теорема 40 - прямое следствие теоремы 9. т что на сфере с одной 
Ко т.е. на торе, векторное поле без особенностей имеется: например, 
т а поле касательных к параллелям или меридианам. 

Для доказательства теоремы 9 мы опишем новый способ 
вычисления вращения векторного поля вдоль и кри- 
Е, вой, Для применения имеющегося 

ЕН способа нужно переносить векто- 
ры, приложенные в разных точках кривой, в одну 
точку, а это неудобно делать для замкнутой кри- 
вой, расположенной на искривленной поверхности, 

Чтобы избежать этого неудобства, заметим, что ес- — 
ли у нас имеются два векторных поля,не имеющих 
особых точек на кривой, то вазность между их вра- 
щениями вдоль кривой можно вычислить при помощи %* 

‚ непрерывной ветви угла от вектора первого поля эг 
до вектора второго поля: нужно взять приращение т.. 
этого угла при обходе вокруг кривой и поделить —— 
на 9 (см; рис.). В качестве одного из полей мы Ч 2 ч 5+8 9Ю 1 
можем взять поле векторов, касающихся кривой и О — вц (й) =: 4] 
направленных в направлении нашего обхода кривой. Вращение этого поля рав- 
но 7 (при полном обходе вокруг крявой касательный вектор поворачивается 
против часовой стрелки на угол 2 ). Итак: пусть Ф - непрерывная ветвь 

_ вдоль замкнутой кривой угла между вектором некоторого поля 5 и касатель- 
ным вектором к кривой. Тогда 


приращение ® _ 9. (1 _ вращение % _ 
вдоль кривой Я = вдоль кривой 
















Рассмотрим более общую ситуацию, когда наша кривая является кусочно 
гладкой, т.е. является "криволинейным многоугольником" со сторонами а 
..) и И углами 5...) и. $ В этом слу- 
чае мы не имеем непреривного поля касательны: 





) векторов к кривой и можем говорить о прираще- 
а \ нии угла между вектором поля и касательным 
вектором лишь вдоль каждой стороны многоуголь- 
$ Эл, | ника. Цусть, скажем, $. - приращение вдоль 


0 
стороны о Если сгладить кривую вблизи из- 
лома с углом & , то на малом участке, где проиводится сглаживание, вектор 
поля можно считать неизменным, а касательный вектор поворачивается против 














| | | та 

часовой стрелки ва угол - $. Таким образом, после сглаживания прираце- 
ние нашего угла с достаточной степенью точности булет равно сумме всох 

({; плюс сумма "внешних углов" - <. . Окончательная Формула: 

у, ®. + и еаы - Оп (7 - вращение) 
Приступим к доказательству теоремы 9. Хорошо известно, что на сфере с 

о. ручками можно нарисовать Уд. несамопересекавщихся и попарно не пересе- 
кающихся петель, разрезание по которым превращает сферу с ручками в 4 -. 
А. Зе угольник. Если эти линии сделать узкими полос 
о ками, то вся поверхность будет состоять из вну- 
тренностей этих полосок и (криволинейного) - 
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р 
- И 






й /^ но векторное поле. Можно считать, что его осо- 
``. бые точки не попадают в наши полоски, так что 
сумма их индексов равна вращению поля вдоль границы 
многоугольника, а это вращение находится по предыду- 
щей формуле: 
вращение = 1 - да: 7-4) 
к 
Но А, сторон многоугольника разбиваются очевидным об- 
разом на пары близких друг к другу и проходящих в про 
ТивсполбЕных направленияй, так что сумма 2%;  равва (приблизительно) 0. 
В то яе время, 2(- = -5>., а сумиа 2«(; равна п (все углы много- 
угольника сходятся в одной точке и заполянют полный угол). Итак, 


^ 


“. 


ОЕ д 
ВОО а. 
Теорема доказана. 
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$6. Накрытия 


Определение, Непрерывное отображение ж:\—Х называется накритием, 
если (<, ) пространства Х и У связны и (хх ) каждая точка пространства Х 
обладает окрестностью / ,‚ полный прообраз я-(0} которой есть 00%- 
единение непересекающихся открытых множеств о, с \У , таких, что при кад- 
дом -/ сужение (|0,  гомеоморфно отображает ( на’. 

Если олображение Т удовлетворяет условию (414 ), ао связности прост- 
ранств Х и У ничего не известно, то я называют накрытием в широком смыс? 

Пространсвво Х называют базой накрытия, Т` - проекцией и У — накрываю- 
щей над Х. Вообще терминология теории накрытий исходит из представления, 
что У расположено над Хит действует вертикально вниз: говорят "точка 
уе \ расположена над точкой хех" (имея в виду ®( у) =%), "путь 5 1->\ 
накрывает путь 2:{->Х :" (т.е. =3) и т.п. | 

< 


< гу . С х а = А 24 - . у си. ВУ 
Примеры: (<) в >59, ф-е"е; (46) $15 5% зан} (44а) ОВР 














14. 
почка Де 5 переходит в прямую Ол. 
Определение, Накритие Я — Х называется универсальным, если У оино- 





СВЯЗНО. | 
В действительности для достаточно хорошего пространства Х существует 
универсальное накрытие \-—Х (более общую теорему см. в книге Рох- 


лин - Фукс, стр. 468),и это накритие, в известном смысле, единственно 
(см. упр. ниже). Мы здесь не доказываем подобных теорем. 

Нижеследующее вычисление Фундаментальной группы пространства Х при по- 
мощи универсального накрытия \-ь Х прямо обобщает вычисление фундамен- 
тальной группы окружности, приведенное в $85. Читателю рекомендуется про- 
следить параллель межлу этими доказательствами; в частности, следующая 
лемма обобщает теорему существования неррерывной ветви у Аз. ® Е 

Лемма. Пусть п:{-—Х - накрытие (в мироком смысле), 1-Х - нуль, 
Мо =\ - точка над ^(0)6Х . Тогда существует единственный путь 5": 1\ 
в 5 (0)= "4 т =4 . Ели д: т>Х - гомотония пути 4, 10%)” - 

пи Для кахлого фе]  фиксируем правильно накрываемую ок- 
рестность ея точки 4 (Е) [т.е. окрестность, п -прообраз которой устроен 
как сказано в определении накрытия|, и выберем такое И, ‚ что при ч=0, 
аа 00058 И Ь содерхится в одной из окрестно 
стей У, ‚ скажем, в (№. . Построение пути я” 
ТЕН, Предположим, что уже и неп- 
рерывное отображение 5; : [0, 4И/й — с 
№; (0} =Чо2 СА; = А 0, < : о часть 
и ° прообраза к`“(9,), содержащую 47 (/ т 
п проектирующуюся гом кое Ба О... Пусть 
И —> %. — гомеоморэизм, обращающий сужение 
проекиии. МЫ и до Ад: 0, (+ /л 
> \ , определяя 47 на [4/п,(+0/п] — как 
ред | [4п, (444)/®] ^. Существование пути 4” 
доказано, 

Для док ‹азательства единственности Пе 
взять другой накрнвающий путь 5” и положить #°= = Ар] 84 =>! мя. 
Окрестность точки д” (4°) = 3" ^(°) проектируется в Х  гомеомороно, и из 
этого следует, что "(6 =”) для ф из некторо? окрестности #°. Следо- 
вательно, = 1 . Последнее и леммы также очевидно. 

Упражнения на эту лемму. 10, кли К: \{-ъ>Х - накрытие в широком 
смысле со связным Х , то множества п`“(х) имеют при всех < олинако- 
вую мощность. (Боли эти множества конечны и состоят из п, элементов, нак- 
рытие казызают И\-листиым; говорят также о бесконечнолистных, счетноли- 
сткЫх и т.д. накрытиях.) 20, Коли А - односвязное пространство с отме- 
ченной точкой 2, ‚ п: (К - накритие в широком смысле, 4.2 —>Х 











ов 


— непрерывное. отображение и Цье — точка пад О ‚ то существует един- 
ственное непрерывное отображение 4“: Ё —\ с [(%)=Ць, По [”=$, 
Основным для нас применением накрытий является следующий способ вычис 

ления фундаментальной группы. | 

Пусть т: \-5Х - универсальное накрытие. Фиксируем точку Че ЕУ ий поло- 
ЖИМ Хо =). Для точки Че ®-* (5%) рассмотрим путь 0: 1->\ , соединяющий 
Чо СУ И ПОЛОЖИМ 4 = %® . Очевидно, д - петля (п) = т (Чо) р гомо- 
топический класс которой не зависит от выбора т (ввиду односвязности Г 
любые два пути, соединяющие Ч. с Ч › гомотолны)., Таким образом, сопостав- 
ление уе> (класс петли ^ ) корректно определяет отображение 


@-* (5%) — № (Хжо) (х) 


Основная теорема. Это отображение взаимно однозначно, 


Доказательство, Что (ж) - отображение "на", прямо следует из леммы: 
А ет я 


_ сли Ека (Х,%)} И ^:[—>Х - петля класса , томы берем путь ^^, качина- 


сз а 


ющиНся в точке Ч, и накрывающий % и обозначаем через ц ето конец. Очевия- 
но, ЦЕК-1(%ь) и (*) переводит 4 в < . Предположим теперь, что Ч. Чей {я 
имеют общий образ в т, (Х,хь) ‚ Тез; Что. пузы ал ем. | 


у 
начинающиеся в точке Чо и кончающиеся в точках 4, Ч, ›, проекткруются в 
‚ томотапные петли 3,,43, : 1—> ХХ . Рассмотрим гомотолию % ф ‚ соединяю- 
> = Ч $ — т # и Е тт АИТУЯ г 54. \ НЙ г \ 
щую 4, с 4, .В силу леммы ($,)” - гомотопия, соединяющая пути 3.) , (В 
т.е. цути 3,5. Из существования такой гомотбнии видно, что а, (4) =. (4), 

и . Ра 
Т.е. что Ц, =У.. 


Популярная бормулировка доказанной теоремы: число элементов сундамен- 
тальной группы совнадает с числом листов универсального накрития. 
Ы$——————- р ре: И м И Фо О оС ВНЕ НЕ КОВИЕНЕИ 
Упражнения. Докажите следующие утверхщения, похокие на доказанную тео- 
рему. ЛО. Универсальные накрития с общей базой эквивалентны (т.е. если 
}- | чм Е. а . аа 
о м. — универсальные наконтия, то существует такой 


гомеоморбинм ФУ" , что "= По 4 ). 20; Воли т: "—А - накрытие 
то Т, 1 (1,4) ити - мономорфизм для любой точки Ч, еу „30 (Обобщение 
упр. 10). Лва накрытия 1': \!->Х, п": УХ эквивалентны тонда и 
только тогда, когда пля некоторых точек це, ЧЕ" ст/(4.) = п") под- 
груниы 1! (п, (9,5) ‚И (®(С,4>')} группы (Хх, )) сопряжены. й 

Переходим к проименениям освовной теоремы. 

Теорема д. т, (®Р") = Д, (и>4, 

Доказательство. Поскольку сфера 5“ односвязна, накрытие ую” уни 
версально, а так как это накрытие двулистно, группа 1. (&Р') состойт из 
двух элементов. 

Пусть теперь В - букет И. окружностей (см. рис.), С — общая точка этв, 
окружностей, № ,..-, 8 — петли, обходлщие окрух- 
ности в произвольно выбранных направлениях. 

Теорема 2, 1, (8,6) есть свободная группа» порох- 








денная гомотопическими классами петель а 3 
Доказательство. Мы построим универсальное накрытие букета В. Для это-' 
го нарисуем на плоскости граф как показано на рис. 20. Именно, выпустим ия! 
точки О Эм отрезков, принишем им направления 
и номера так, чтобы при каждом д к точке 0 
примыкал <-йЙ входящий отрезок и «-й исходя- Ре 
щий отрезок (на рис. 20 = 2). Затем из каж-; 
дого свободного конца выпустим 9и- 4 отрезков 
и припишем им направления и номера так, чтобн 
К каждому из этих концов при каждом & примн- 
кал <-йЙ входящий отрезок и «<-йЙ исходящий от- ! 
резок. И так далее, до бесконечности. Построен-? 
ный граф В накрывает В: накрывающее отобрахже- | 
5й. Рис. #0 ние наматывает отрезок с номером « ва 4-ю : 
окружность в направлении стрелки. Что это - накрытие, очевидно. Оно универ-7- 
сально, потому что граф В стягиваем (это - дерево). Таким образом, злемен- 
ты группы 1, (8, 6.) взаимно однозначно соответствуют выделенным на рис. 20 
точкам: точке отвечает гомотопический класс проекции любого пути, соединя- 
ющего О с этой точкой (вв ). Наконец, ясно, что проекция "оптимального" 
пути, соединяющего 0 с выделенной точкой есть слово, составленное из в 
к ‚ и каждое такое слово но одному разу встречается среди проекций (в 
слове, конечно, не должны стоять подряд >, А"). 











жет: ее. 


25% 


сот 


$ 7. Простейшая аддиционная теорема. 
Фундаментальные группы поверхностей 


РЕНН ЧЕИНЬЛЕ урны: 7 


3 


Предположим , т `У - топологическое пространство, содержащее часть ® , 
_„омеомор?ную диску Р^ ; мы зафиксируем отображение 4:2^—>\ , гомеомор-: 
но отображающее Т- на ® . Дополнение в У к внутренней части А диска® # 
обозначим через Х. Для простоты будем считать, что отмеченная точка у, № я 
дого из пространств Х, У совпадает с Ф(Т, 0). Сужение $|‹4 отображает | 
НОСТЬ 5 вхи ‘определяот некоторый элемент © фундаментальной груп- | 








Теорема д. отображение. <: 9100) > ТУ, о), а Вкл | 


чениом <: ХУ, явллетол’. пиморбиЗом. Ядром этого эннморфизма служит 
наименьшая нормальная подгруппа 57) групни Тт(СХ,Уо и, содеркащая 9 [ т.е. 
группа, порождепная всевозможными 995 © чет] (о | 
Пояснение. Эта теорема позволяет вичислять группу 17 (У,Уо ) пойт(Х,У о) 
и9 ; можно сказать, что группа (У, Уо) получается ! ИЗ т (У) налоде- 
нием соотношения Т=Т. ` 
Доказательство. теоремы. Л. Для доказательства эпимороности ^, требует- 
ся установить, что всякая петля 4:1-\ с началом у, гомотопна петле, 


проходящей по Х. Для этого’ ево показать, что Нетля ^ гомотопна пет- 


г 


ТИ 


ле, образ которой содержит не все множество $ (см. рис, 21). А этого | 
го можно достичь при помощи аппроксимации, аналогичной той, которая применя- 
лась в $3 для доказательства односвязности суер. Ви-. 
берем такое № что соли А/М и 447 54), 
‚то 4 (347, 3 (+) < (засстояние в ® измеряется 
при помощи метрики. иска 


м перенесенной в $ 
гомеоморуизмом @ ). Пос- 


ле этого отображение 4 на отрезке [= › 113 
мн оставляем прежним, если хотя бы одна из то- 
чек 4 (3), 5 не содержится в концент- 27. 
а диске & радиуса 4/2 и заменяем ли- 7 
нейным в противном случае. Очевидно, измененное. 
отображение гомотопно 4 и не заметает множества 1% № (ом. рись юад. 
_ Для вычисления лдра отображения «<, предположим, что петля $: Т>Х | 
гомотопна нулю в У. Гомотопию можно представлять себе как совпадающее с % к 
на границе отображение 53:52 У „м лучше считать, что 5 есть отобре- + 

жение треугольника. Этот треугольник мы триангулируем столь’. 

мелко (см. рис. 23), что если э'э" лежат в одном тоеуго- 

льничке триангуляции и ›(2') $(9') Е 5 ‚ то 654 ($), = 





2 смечеекы 





Рис. 23 $(5')) < . После этого мн заменяем отображение $ отоб бра- 
жением Ко "ОЕ ь, 
. следующему правилу. Пусть А,В, 

С - вершины треугольничка ДА 
триангуляции. Боли ни одна из й 
точек 5(4), $(В), 5$(С) не } 
содержится в ф , то $' на А | $ 
совпадает с < $; если одна из од ад. ' 
этих точек, скажем, 5(А), ле- Е 


дит в 4 , а остальные - пе лежат, то мы не меняем отображение на отрезке 

ВС и леласм его линейным на отрезках, соединяющих точку А с точками отрезка 
Вс. Наконец, если по крайной мере две точки из $(4), $(В), 5(0) лежат в 4, № 
то $ па Д линейно. Отобрахенаяе |. 
$, каки © , представляет со- 


пер кит ы 





5 бой гомотопню петли 3 в 0. Отыщем .. 
0 —> в 4 точку = , в которую при ото-, 
@ 0) бражении <! не попадают ни вершины, 
ни ребра триангуляции. Прообра —: 

лого диска с центром 4 предст 

Рис. 25 а. 7 


вллет собой собрание заполненных 
эллинсов (см. рис. 25), линейно отобракающихся ина © . Сделаем в \ гомо- 


топию, (линейно) растягиваюдую © на < вн сминающую и -е на гранину дис-. 
ка 3 (в остальной части У гомотопия неподвихна). В результате этой гомото- 











_ образующими бо “м ее ‚ Вз. И ОДНИМ соотношением 
г —мм——_— ЫОДд——мщ\—_— у—=—д——————щ—— 


. видно, дополнение Х к внутоенности этого 


но 


.| Ч | ыо 
пии отображение $ превратится в отображение о треугольпика в ‚ линей-е 
| © остальное —_ ВХ 


’но отображающее заштрихованные на рис. 25 части треугольника на . Петля 


— контур треугольника гомотопна в треугольнике с виброшенными заштрихова анны- - 
ми областями петле, показанной на рис. 26. Таким образом, петля 3  гомотон- 
на в Х петле, служащей образом петли рис. 26 при 
отображении $5" . Последняя имеет вид 


Е д 4-4 +4 и 
Ч Мб... А, 
(мл. - образ пути 9. при отображении % ). 
Очевидно, класс последней петли принадлежит группе 
(т) „Мы доказали включение Когс, < (®). 

Рис. 26 Обратное включение (5) = Кс т очевидно. 

Теорема доказана. } 

| Теперь мы можем вычислить фундаментальные группы поверхностей. .. 
а ео ю Е [ 

Теорема . оундамептальная групи группа сферы с 3 ручками есть групна с 4 








мы" ИЕ 5"... 94 5 р =4. ( 
Доказательство. Как в доказательство теоремы 9 $ 5 выделим в нашей по- ‹. 
верхности диск % (там мы его називали о — см. рис, 27. Оче-‹ 
ска гомо- | 
топически эквивалентно букету 44. окружностей. В силу 
теоремы ХТ Фундаментальная труппа нашей поверхности 
получается из фундаментальной группы Х, т.е. из сво- 
бодной группы с дя образующими, наложением одного 
соотношения гомотопический класс петли, служащей 
границей нашего диска, равен Л. Очевидно, это - со- 
‹ лощение указанного в формулировке теоремы вида. Рис. 27. 
Теорема доказана. . 
Теотема. 3. Зунаамонладьная тута и. С .3 ручками и |. пленками |: 
ёби са)есть труппа с 24+ \_ образующими <, и УР р , ый р 


и одним соотношением 
в < Вы. 2 в 5 а зу = 

Доказательство аналогично предыдущему. 

Для полноты приведем еще одну теорему о фундаментальной группе поверх- 
ности, не связанную с теоремой 1. 

Теорема 4, оуЕ аментальная группа серы © О ‚4 ручками о |. пленками и5- 
биуса и К2{ лифами есть свободная групна ©. 33 А образующиии. 

Действительно, указаниая поверхность гомото: г ре букету 
указанного количества окружностей (локажите!). 

В заключение мы приведем без доказательства более сложную аддиционную 
теорему, так называемую теорему Ван Кампена (теорема Т - ее частный случал, 
убедитесь в этом). 


—] Онрбдомише Фо побучеиь бр аще ера, © ду ные ЗИ 





сих сереретяены -че 
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Теорема_Ван Кампена. Пусть АТИ "А› - два замкнутых подмножества связ- 


НОО проотранотва То бт СВязным. зным пересечением АТП Ао. Пусть, далее, х ое АА 
Зададим группы Тт(Атьхо), ий Ао›хо), ТА» хо `) образующими и соотно- 


шениями: : 
Атьхо) ое: (Ат Пн) т(Ар»Хо) | 
‘образующие й образующие образующие р 

, 4) `` г р о Ви, в. В» р | 
система соотношений ® ` система ‘обтношений( система соотнотений Т’\ 
Е ‚ (нам она не ие. 
й ` Пусть, наконец, 44: Я, й АА, в: Я ПА включения, и пусть 
| а [14] = Р.М.) 6 х (1, а. и. ода группа Ча(хкуследу- ВИ 
1. щим образом представляется образующими и соотношениями: 
| Виа 5) и 
к } 

ы и 
соотношения ] - система Т | а. . 

р: (а, -.) = 3 (Вы --) [6=4,.,41. | 


р = де 5 маке А аа обе бе-ь _—- ЗК” бак. М ь т. * бкию < Фоны 


Упражнение на теорему Ван Кампена. Найдите фундаментальную группу 
дополнения в ФЗ к "трилистнику". Трилистник - это кривая, расположенная 
на стандартно вложенном в №? торе и охватывающая его 3 раза по меридиану 
и 2 раза по параллели. В этой задаче можно заменить трилистник другой 
кривой, определяемой так же, но с произвольными взаимно простыми числами 
ри 9 вместо ви З3. 


| гл. [ТТ. ЭЛЕМЕНТЫ ДИФФЕРЕНЦИЛЛЬНОЙ ТОПОЛОГИИ 
ы $ Т. Определение многообразия 


Определение Т. Хаусдорфово топологическое пространство со счетной ба- 
зой называется К-мерным многообразием, если каждая его точка ‘обладает ок- 
рестностью, гомеоморфной пространству | 

Например, точка. - нульмерное нОЗобеааиаЕ окружность ий прямая - одно- 
мерные многообразия, (двумерная) сфера и сфера с ручками и пленками | 
— двумерные Е. пространство В^ яоллется и -мерным многообрази- 
ем, сфера 5”" и проективное пространство КР" являются (й-4) -мерными мно- 
гообразиями. 

Теорема 1. Непустое топологическое пространство не может оыт быть одновре- 
менно и_-мерным многообразием и й м -мерным многообразием, ясли Е И. 

Этот, казалось бы, несомненный факт мы не в состоянии доказать здесь. 
Для его ет ев было бы достаточно Е. что не гомеоморфны 
ОСНОВЕ “и В" с неодинаковыми М. и И- ‚ Очевидно, например, что 
©? не гомеоморфно | "> О (мощности не аа Далее, №1 не го- 





руле в фе ине ооочень раки ДБА тт. АНН родители ест. - 
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меоморфно В сп> 4 ‚ поскольку дополнение к точке в РТ связно, а В 
‘разбивается любой своей м на два куска. Наконец", В я не гомеоморфно 
ЕЮ” сп>9, поскольку 6? (точка) не односвяяно (т) - 7 ), а при \>9.. 

р\ (точка). односвязно (гомотопически эквивалентно К ). Вообще из не- 
стягиваемости сферы 3 не очень трудно вывести, что пространство В+! 
не гомеоморфно Р№ с й>К+4 (так что, например, К” с И>З не гомео- 
морфно ® - сы. 8 5 гл. 11). Но мы далеки от доказательства этой нестя- 
тивае мости при больших К. | у 

Определение ©. оО топологическое пространство со счетной ба-. 
зой называется И-мерным многообразием с краем, если каждая его точка об-. 
ладает м гомеоморфной либо рик я либо 

В С и,) © р" | ть 0$, 

нее р". р" 

38: те |, -мерного. многообразия с краем, обладающая окрестностью, гоцео- 
морфной В" , называется внутренней, остальные точки называются краевыми. 
Внутренние точки многообразия Х составляют его внутреннюю часть ИХ & о 
краевые точки составляют его край ОХ . Очевидно, АХ и 9. = — многообра-’. 
зия без края (т.е; многообразия в в смысле определения Г); их размерности 
равны соответственно \. и И-1 . 

ФундаментадЕнох., леммой теории многообразий с краем является утве ржде- 
ние, что ОВ“ =®^-*. Однако, доказательство этого утверждения встречает *^ 
те же трудности, что и доказательство теоремы Т, и тоже не может быть при- ы 
ведено здесь полностью. Средства» которыми мы располагаем, позволяют дока- . 
зать это предложение при < 3 . Заметим, что единственной возможной аль 
тернативой равенству ОК“ = Ф^-‘ служит равенство ОК" = @ ‚из кото- | 

_2ю0го вытекает, что край всякого И. -мерного многообразия пуст. 
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$2. Одномерные многообразия о , 


Теорема. Связное непустое одномерное оение Ноа одному 
из следующих 4. многообразий, которые между собой не гомеоморфны: 

(1) отрезок. а.) й (3) прямая я © Е 

(2) окрудносль $`; (1) полупряная ®. о | 

Доказательство попарной негомеоморфности многообразий (1) - (4) ос- 1 
тавляется читателю в качестве упражнения. Докажем, что всякое одномерное 
многообразие гомеоморфно одному из них. (Обратите` внимание на роль, кото- „ 
рую в доказательстве играют предположения счетности базы и хаусдорфовости.). 

Лемма Л. Если связное хаусдорфово остранство едставляется как объ-. 
единение двух своих открытых подмножеств, гомеомо 4, то оно  гомео я 
морфно В дли, | 
`` Доказательство леммы Л. Пусть Х = (0У - указанное представление и 
< и „р“ ‚ 4 а - гомеоморфизмы. Исключим из рассмотрения тривиаль- | 











о 
ные случаи Ч=\У и УСО ‚ в которых Х гоиеоморфно Р' , и изучим мнохе- 
ства Ф.(0 (ИУ) и Ф(У ПУ). 
Так как пересечекие УП\\ открыто в Ч ивУ ‚, то множества @ (СПУ) 
И ф (ПУ) открыты в Ю{ и их компоненты являются интервалами. Среди этих 
интервалов нет конечных; действительно, если бы, например, мнохество 
_ «(ОИ\) обладало конечной компонентой (8, $), то множество в (а, 65) 
было бы одновременно замкнуто в У (как пересечение компактного и, значит, _ 
‘замкнутого множества &©`“(То, 61) с \ ) и открыто в/ ,‚ из чего следова- 
ло бы, что У=ч\(а,6)) = . Кроме того, Ф (УМУ) В, так как иначе 
пех , и (ОПУ, так как иначе У<\ . Таким образом, не исключе- 
ны лить два случая: (<) каждое из множеств %( УП), СУП У) предотавля-. 
ет собой открытую полупрямую$ (4« ) каждое из множеств ф (ПУ) ь Уч (ПУ): 
состоит из двух неперечекающихся открытых полупрямых. я 
_ Так как Ф и допускают умножение на -Т, то можно очитать, что в | 
`случае (4) множество Ф(УЛУ\У) имеет вид (-оэ, 10) ‚ а множество (90% =. 
- вид `(4, =) . Рассмотрим сквозное отображение ть 
(ев, в) = «(УПУ) 4 УПУ > У(ОПУ) = (& =) 
Так как оно взаимно однозначно и непрерывно, то оно монотонно, и ясно, что’ 
оно возрастает (если бы оно убывало, то точки ‹\(@) и {`1(4} не имели бы в" 
Х непересекающихся окрестностей). Поэтому 


уу, 965) 0 9 (4 ы, 5), 
где х. - какая-нибудь точка из ТАУ , откуда видно, что в случае (<) х 
гомеоморфно №. 
В случае (4%) р \ 
р р га ча НЯ ма г] 
«(ПАУ = (оу 8), $ ПУ) Се бы 
с некоторыми О 6,, 4, (0<62) 4, < 6.) д можно считать, что сквоз- 
ной гомеоморфизм | 
У ы, „—А Е аы: д т 
_ «(ОУ) = ЗПУ —ч(0АУ) 
отображает (-=°,0,) на (4, 55) ‚а (&.,-9) на (-^,&.) . 06е функции | 
(-=,0.) > (6,59), (6, ==) — (-с5.&,)», определяемые этим гомеоморфизмом, = 
возрастают (если бы, например, первая убывала, то точки фФ-\(4) и 4-14, р 
не имели бы вх непересекающихся окрестностей), и потому | 


у = (ме, убор) 9 9 чо, 9), 








где <, - какая-нибудь точка из -* (5,5. )) = (4, =) ‚ад, - ка- 
кая-нибудь точка из а во = (5, 0 .). Следовательно, в слу- 
чае (46) Х гомеоморфно $* . к. № | 
Доказательство теоремы в компактном случае. Предположим сначала, что | 
‘наше многообразие замкнуто. Тогда оно покрывается конечным числом открытых. 
множеств, гомеоморфных р“, и эти множества можно занумеровать в последо- И 


т УТ < з Г 
вательность Чд,.., А со связными объединениями УЦ. 
В силу леммы, т. первое из нножеств \/\;..., ‚ не гомеоморбных ®*, го. 


меохороо — ‚И так как это мнохжество открыто п (будучи компактных) зацк- 
нуто, оно совпадает со всем многообразием, которое оказывается, таким сбраз- 
ом, гомеоморфным 5^. 
Пусть тещерь многообразие имеет непустой край, Построим его удроение, 
т.е. возьмем два экземпляра нашего многообразия и склеим их, отождествиз со-_ 
ответствующие друг другу точки их краев. Получится замкнутое связное одно- 
мерное многообразие, которое, по доказанному, гоме еонорфно окрулности. 
Значит наше исходное многообразие гомеоморфно части окружности. Так как эта 
часть связна, замкнута, непуста, отлична от всей окружности и не сводится 
к точке, то она гомеоморфна тэ 
° Лемма 2. Боли топологическое пространство представляется как объелине- 
^ неуонвающей последовате ЛЕНОСТИ СВОИХ Открытых | подмножеств, гомесмот ных ^ 
та ‚ то оно гомеоморбно №^ 
Доказательство» Пусть Х = \) \; - указанное. предотавлание. Очевидно, 
всякий гомеоморфизм множества \/; на интервал (&,6) продолжается до не- 
которого гомеоморфизма множества Ус. на один из интервалов (а, в) о 6), 


8 6+2), В 4 4+4) . Это позволяет индуктивно построить такую пб дедова- .: 
тельность интервалов ны ий такую последовательность гоцеохорфиз- у. 
мов 9; : У; Ас (М=42...} › 910 &.. =... И ясно, что отображение с 


пространства Х на интервал )Д, , созпадающее на \ с Ф, ,„ является го- . 
меомо рфизмом + 

Доказательство теоремы в некомпактном случае. Предноложим сначала, что ^ 
наше многообразие не имеет края. Тогда оно покрывается счетным числом откры-! 
тых подмножеств, гомеоморёных 2" ‚и эти подмножества можно зануцеровать в : 
: оледовательность 0. 0., _. со связными объединениями /\). 00, 
Вся эти объединения гомеоморфны р‘ ‚ так как пе рвое из них, не гомеомо овё- 
ное ю' ‚ было бы, в силу леммы 1, гомеоморфно $1 и совпало бы, вследствие, : 
своей открытости и замкнутости, со всем многообразием: Таким образом, к пое-.. 
леднему применима лемма 2, и оно гомеоморфно |^ | 

Пусть теперь наше многообразие ицеет непустой край. Тогда его удвоение *. 
является некомпактным ты одномерным многообразием без края и, следова- 5 
тельно, гомеоморфно 0% ‚ а само оно гомеоморфно части прямой. Так как эта ›. 
часть связна, замкнута, некомпактна и отлична от всей прямой, то она гомео- .. 
морфна №“. | 

`Наподобие одномерных многообразий, полной топологической классифлкаци- | 
ей обладают двумерные многообразия, во всяком случае, компахтныхь Ма при-. 
ведем киже эту классификалию, но она потребует некоторых дополнительных оп 
ределений и теорем, изложению которых посвящены ближайшие параграфы, Что же; 
касается многообразий размерности 3 и выше, никакой удовлетворительной топо- 
логической классификации для них не существует. 














$ 3. Гладкие многообразия 


| Пусть Х - произвольное И. -мерное многообразле (с краем или 63). Его 
атласом называется его открытое покрытие Е снабденное гомзохор- 
физмами $, множеств (_ на открытые подмножества пространства ®* (или 
ф“^ при наличии края). Пары (94, называются картами атласа или локаль- 
ный системами координат. оли 10,4} - атлас, то для любых 5, В опре- 
делено сквозное отображение 2 
«ААУ ь) ди, > «в СИЛ Чв), 
связывающее два открытых подмножества пространства Ю^ или №". 920 
отображение называется отображением перехода от (9,4) К (9, $) ‚ Ес- 
ли все отображения перехода гладки (т.е. их координатные функции обладают 
всеми частными производными всех порядков), то атлас называется гладким. 
„8 тодологий рассматривают целый спектр гладкостей: принадлежность классу . 
Сс 4д< 9 < ю (тес наличие ° непрерывных частных производных го по- : 
рядка "< включительно), аналитичность, комплексная аналитичность: мы для 
простоты ограничиваемся данным выше определением. Лва гладких атласа ва- 
зываются (гладко) эквивалентными, если их объединение есть гладкий атлас 
(т.е, если отображения перехода от карт одного атласа к картам другого ат-. 
ласа гладки); Класс эквивалентинх атласов называется гладкой структурой, 
Многообразие с фиксированной гладкой структурой называется гладким много- 4 
сораВиЕ и. | | | 
| | Укажем на логическое различие между понятиями многообразия и сладко- № 
го многообразия: первое есть топологическое пространство, обладающее неко- |. 
торым дополнительным свойством, второе есть топологическое пространство, '! 
обладающее дополнительным свойством и наделенное дополнительной структурой" 
—’ о Для гладких многообразий определяются. гладкие отображения (очевиднны 
образом) и диффеоморфизмы (гладкие гомеоморфизмы, обратные к Еторым также. 
гладки). Диффеоморфизмы могуь быть определены также с помощью локальных ко* 
ординат: это такие отображения \‘Х— \ ‚что если ХЕХ и (6,2), № $) - кар 
ты из структурынх атласов многообразий Х,У, покрывающие © и ре то яко-} 
биан сквозного отображения. 


ое) 2 ИЛ СЯ Е + СУ) 





в точке Хх. отличен от нуля; `. 

С переходом от многообразий к гладким многообразиям связаны две фун- 
даментальные проблемы: ЛО, Всякое ли многообразие обладает гладкой струк- 
турой? 20. Обязаны ли гомеоморфные гладкие многообразия быть диффеоморо- 
ными? (Второй вопрос не следует смешивать с вопросом о наличии а иногооб- 
разии неэквивалентных гладких структур. Такие структуры всегда бызают в — 
изобилии: например, ебли ©; ® —К - негладкий тгомеоморфизм, то карта | 
(р. 4) определяет в В. гладкую структуру, не эквивалетную стандартной глад- 





24. 





кой струхтуре; тем не менее многообоазие К с этой структурой дидсес. орано 
\ со стандартной структурой - диеонорфизмом служит < о. Этот в Е 
хорошо иллюстрирует различие между дибоеоморфностью и эквивалентностью ст 
руктур: если и & - гладкне структурны на одном и том ше многообразия 
Х, то неэквивалентность структур 5 и р означает, что тождественноз отоб- 
и тие СВ Х не является диео морбизмом между гладкими многообразаяии 


— 
о 
=. 
Е 


‚ а недифоеоморфность этих многообразий означает, что нлка- 
кое ре а Х->Х не является лифоеоморфизмом между ними.) 00е гроб- 
лемы в настоящее время решены (Кервер, 1560 г. и Милнор, 1355 г, и ответ 
на оба вороса отрицателен: бывают многообразия (размерности > _— Н 
скающие никакой гладкой структуры, и имеется ровно 28 попарно недий 
ных многообразий, гомеоморфных' семимерной сфере. 
| Примеры гладких многообразий. 0°, В" и ®* - гладкие многообразия. 
Тладкая структура определяется атласом, составленным из единственной карты 
—= тохдественного отображения. . 

ТО. Гладкие ‚ поверхности в | г Речь идет о подмножестве Х простран- 
ства р^ ‚ таком, что каждая точка ц еВ^ обладает окрестностью У с к<и 
гладких функций ,- ы $ `9>К ‚ таких, что матрица И 
имеет во всех точках области ( ранг К и что 

ХА = (це0 | #()=9, ..., #.4)=0$. 
такое Х является гладким (^- К) —мернЕм многообразием „ Структура определяет- 
ся так. Для ©еХ фиксируем окрестность 0% <®“ с функциями и: 
— как в поедыдущем определении. Пусть ® Е «69 - комера столбцов вышеу- ‹ 
казанной матрици частных производных, составляющих ее невырохденный минор, 
и 169, ук - номера остальных столбцов. Функций 35. .,,.-) 5; () 
и 5ь _ › определенные в Ив имеют в точке ох. ненулевой якоо би-: 

Д-ан и следовательно, определяют диббеоцорфизы некоторой роДерадоВсн в ТЕ 
окрестности, Ма точки 55 на некоторое открытое множество в ре, 

при этом диффеоморфизме побрахается в (и- К) -мерную плоскость. "Етевеча? 
ние ХЛА\У.. с сужением на него нашего дифеоморфаязма составляет карту 

на Х, и такие карты составляют гладкий атлас. Таким образом, Х - гладкое 
многообразие. 10; | 

Два Вон иоадьыо И. -мерного гладкого многообразия, лоха- :. 
льно. определяемое, наподобие Х в предыдущем примере, К уравнениями с гл - 
кими и независимыми левыми частями, также является (и-К) -мерным гла 
ыы. оно назнвается подмногообразием исходного многообразияь 

. Подмножество пространства ®" или и. -мерного гладкого многообразия» ло- 
кально определяемое К независимыми уравкенияыи или К независлмыми урав- 
нениями и одним (независнинм от них) неравенством есть гладкое многоссра- 
зие с краем. (Сформулируйте условия, при выполнении которых подмной ество 
гладкого многообразия с ие будет гладких многообразием - с краем или 

без). 
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20. Проективные пространства; Напомним, что вещественное проективное 
пространство ВР” есть множество прямых в Р"``, проходящих через О. Мох- 
но описать РР“ как факториространство пространства К" \\О по отношеняю | 
эквивалентности (хо,....х.)^> (Фхо,....6х,) при я 0; это описание на- : 
деляет КР” топологией. Образ точки (Кови) е "+0 при канокиче- | 
ской проекции В“ '\0 > РР” обозначается через (хо: ...з х„) $ "однородные | 
координаты" х.,...›Хи. о ТОЧКИ (хо:...:х.)- не все равны 0 и определени с 
‘точностью до пропорциональности. Положим для Ве. | 


а и, 
О: = ко: ежь) © ВР | х.70% 
и определим отображение $, : > ©“ формулой . | 





Ах (хо; +. Хи) = (хо/х., фоо у ХИ Же» ХИ» +, хи. #:). 
Эчевидно, %, - томеоморфизмы и множества О. покрывают ВР" ; таким обра_ 
-зом, (0, 4.) : есть атлас. Отображения перехода 
| = Ф. 

: <. (ПУ) —> (7. ПУ с 9 в (т. У, | 
(мы считаем, что <<} ) устроены так: 

| ГЫ х 
(ут, Ук) ЕВ | У, я 0}: — ле я от, 





Ут . У т Ут Е” о: Зо 
(Ут, . «У ) > (-=, во» оо о № 9 о д ве в т 
` с. хм о 


Очевидно, это - гладкие отображения, так что мы ввели в №Р" гладкую стру- 
ктуру. Аналогичным образом определяется гладкая структура в комлаексных , 
проективных пространствах: | | 
| 30. Многообразия Грассмана.; Речь идет о пространствах @ (и, К) всех К-! 
_ мерных подпространств пространства р . ДЛЯ 1< Г о < 15 обозначим через р 
О т множество всех подпространств из @(п,К), проектирующихся без вы- 
рождения на плоскость координатных осей с номерами (.,.., дк ‹ Можно ска-, 
зать, что И }‹ - это совокупность подпространотв,» которые можно 


представить уравнениями 








в. во И ы а СЕ ) У 
к ‹х чт о Е А КЕМ | (х) 
х <, — 1 . } 
№ , + ес + о а | 
где 4.,.., “к - записанное по возрастанию дополнение в и п} д 
подивыйе набора |, м | т ; Относя подпространству (%) числа 
__ Чи, , - Г Ц. , >} 2 м-к) `-- ) А 4 Ар, т о 
мы получаем гомеоморфизм Ф; _‹, Между к СИ В““"-^’ ‚Ясно также, | 
что множества | ‚4  ПОкрывают 2 (м К) ; таким образом, о. ЙЕ: 


Е ‘есть атлас. При (= этот атлас превращается в предыдущий 
айиаб ‘для проективного пространства. | | 


| 


26. 


. Отображения перехода между картами этого атласа записываются довольно 
громоздкими формулами, и мы приведем эти формулы лишь в случае "смежных" 
Нав те. тв Ва Е У. д — чо (при некотором &@ ) 
о ов ЕЛ т д. = /. (Этого достаточно: точка | 
многообразия Грассмана, принадлежащая пересечению двух из наших карт, при- р 
надлежит целой цепочке смежных карт, соединяющих одну карту с другой.) Если ' 

а а С Ев - : 
ет, Вы ‚ тд а И смежные карты | 
с (= +41 › то г 


| 

| 

] 

| 

а. б-р, у р.) = ео а не } к ‚| 

где К=|,-(+4. и если | | 
| ) т {< т ь.. 
Ее бы, 1 и 32), | | | 

ы (сбке - ое С ; если 3+К += и 
ес = Сл бк; воли д+К =, 

- Сбю, если л=к, +=, 


ст. › ебли д=К, 4=&. | 
(проверьте!) . Как видно, отображения перехода гладки, так что и многообра- 
- зие Грассмана получает гладкую структуру» | 
Дословно так же наделяются гладкой стружтурой комплексные многообразия | 
Грассмана; | | 
| $ 4. Ориентации 


_ Пусть | (4- гладкий атлас многообразия Х 00 связными И зи 
пусть хе0,(\0 .„ Обозначим через в 69) число, равное # Т в зависимости от | 
_ ака якобиана отображения перехода <, (00) > 4, (АП \,) в’ точке «, (0, | 
[Очввидно, Е 69 #469 .| Если &л=4 в 0.0, —, то говорят, что карты 
(0...) №, ч,) Имеют согласованные орлентации. Коли в,=-1{, то эти | 
карты имеют противоположные ориентации. Наконец, если функция &,, не посто- ; 
янна в 0.00, › то карти (0,ч.), (Ор) ие имеют определенного отнощения ори" 
ентаций, Атлас называется ориентируемым, если существует Функция {: А—>° 


[Е ‚ такая, что для любых Ув и хе 9 = 


Ель (9) = 7) 


Е 









(в частности, пересекающиевя карты ориентируемого атааса всегда имеют опре- 


деленное отношение ориентаций). Функция “ ‚ обладающая указанным свойством, | 
называется ориинтацией атласа: И. | 
й ы [ НИ 1 ` } 

Ориентации | у' атласов. ФУ т к © иди, (0 связными картами) одно- 

го и того же многообрания Х называются согласованными, если составляемое 
$, 

} 


ими отображение АОА!-> 4х4] есть ориентация составиого атласа { а. | 
/ 


у 


(бе) — | 
5 Чо! о . . | 
Лемма. Если какай-нибудь атлас (со связными картами) гладкого многообра-- 


$ 


} 


‚ 
у 
| 
Н 
г 
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зия ориентируем, то ориентируем и всякий другой атлас» Более того, для лю- 
бой ордентации любого атласа существует единственная согласованная с ней 
ориентация любого другого атласа. | | ь 
Доказательство - упражнение В. 
о Многообразие называется ориентируемым, если выполнено одно из эквива- С 
‘лентных (в силу леммы) условий: р 
— ориентируем какой-нибудь его атлас ‚(со связными картами) м. 
— ориентируем какой-угодно его атлас (со связными картами). 
Выбор ориентации у какого-нибудь атласа определяет, как говорят, ори- * 
ентацию многообразия: Если многообразие ориентируемо, то получает определен 
ную ориентацию любой его атлас (со связными картами) и даже любая отдельная' 
(связная) карта; |. 
Узнать, ориентируем ли атлас можно с помощью следующего очевидного 
‘редложения: атлас ориентируем тогда и только тогда, когда любые его пере- ыы 
`Крывающиеся карты имеют определенное отношений ориентнций и для всякой це- 
почки (1,4,),.., (О, %,) с непустыми пересечениями 9 ИО. АПУ, 6,6 
42 -- Е 4 А = та 
Пример; Рассмотрим наш алтас многообразия вр” $ Якобиан отображения 
перехода от карты (:,%;) к карте `(0,4;) при <<} (ом; формулы в $ 3) 
в точке (у...) с“ (определенный при Ч;+0 ) равен (-)”“/у”*1 (про- 
верьте!). Мы видим, что если И четно, то карти И. Я о: не имеют определен-г 
ного отношения ориентаций, так что в этам случае атлас неориентируем. При 
нечетном п. &, = ео и формула /(-СО‘определяет ориентацию. Таким Я 
образом; проективное пространство. ВР“ ориентируемо тогда и только тогда, 
когда и. нечетно (мы исключаем случай ®=0 ). 
Задача. Многообразие Грассмана (;(м, к) с О<К< и. ориентируемо 
тогда и только тогда, когда И  четно» | 
Задача; Комплексные проективные пространства и комплек 
зия Грассмана всегда ориентируемы . 
(Комплексные многообразия вообще всегда ориентируемы 
в смысле этого высказывания и докажите его.) 
Задача. Односвязные многообразия ориентируемы . 
Задача; Всякое многообразия имеет ориентируемию двули 
щую (в широком смысле). 
$ 4: Касательные пространства. 
ра к гладкому многообразию может считалься 











сные многообра- 


— разберитесь 


стную накрываю- 





Понятие касательного векто 
общеизвестным, 
случае определение приходится выдумывать о 
определения. Первое: касательный вектор в точке 55 ®х - это оператор, 
ставящий в соответствие гладкой функции ‚ опредеяенной в окрестности 
точки х, на Х число °({) , такое, что (63) = Ку) + о 


если это многообразие - гладкая поверхность в Ю" . В общем, 


| 
|. 
В 
1 


‘Мы приведем два эквивалентных 





Ста 


зия ориентируем, то ориентируем и всякий другой атлас» Более того, для лю- ‚ 
бой ориентации любого атласа существует единственная согласованная © ней й 
оривнтация любого другого атласа. ` | | | 
‚ Доказательство = упражнение; | а 
_` Многообразие называется ориентируемым, если выполнено одно из эквива- 
‘лентных (в силу леммы) условий: р 
— ориентируем какой-нибудь его атлас `(с0 связными картами) | 
. - ориентируем какой-угодно его атлас (со связными картами) . 
Выбор ориентации у какого-нибудь атласа определяет, как говорят, ори- ! 
ентацию многообвазия; Если многообразие ориентируемо, то получает определен 
ную ориентацию любой его атлас (со связными картами) и‘даже любая отдельная) 
(связная) карта; | 
Узнать, ориентируем ли атлас можно с помощью следующего очевидного 
редложения: атлас ориентируем тогда и только тогда, когда любые его пере- '' 
`крывающиеся карты имеют определенное отношений ориентиций и для всякой це- р 
почки (9. 4,),.., (О»%,) с непустыми пересечениями УПО. АА, 10 


а Е ри Ал в. | | >” © ы 











Примеру Рассмотрим наш алтас многообразия ВР”; Якобиан отображения | 
перехода от карты (9, 4.) к карте (9; ч;) при <<) (см; формулы в $ 3) 5 
в точке (ц,,.., 9.) Е В“ (определенный при Ч; *0 ) равен О<Иулч (про- № 
верьте!). Мы видим, что если И четно, то карты и не имеют определен- 
ного отношения ориентаций, так что в этам случае атлас неориентируем. При ! 
нечетном и &;; = 97“ и формула ;(4)-С‘определяет ориентацию: Таким ы 
образом, проективное пространство ЮР" ориентируемо тогда и только тогда, 
когда и. нечетно (мы исключаем случай ®=0 ).. | 
о” Задача: Многообразие Грассмана (ик) с О< К< и, ориентируемо 
‘тогда и только тогда, когда И. четноу | 

Задача; Комплексные проективные пространства и комплексные многообра- 
зия Грассмана всегда ориентируемы. 

(Комплексные многообразия вообще всегда ориентируемы, - разберитесь 
в смысле этого высказывания и докажите его.) 

Задача; Односвязные многообразия ориентируемы . 

: ‚ Задача; Всякое многообразия имеет ориентируемую двулистную накрываю- 
щую (в широком смысле). 


$ 42 Касательные пространства 
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_ Понятие касательного вектора к гладкому многообразию может считалься.: 
общеизвестным, если это многообразие - гладкая поверхность в К" . В общем! 
случае определение приходится выдумывать? Мы приведем два эквивалентных 
определения. Первое: касательный вектор в точке 5, еХ - это оператор, 
ставящий в соответствие гладкой функции ( ›, опредеяенной в окрестности 
точки х, на Х число (4) , такое, что (69) = К) ео) т 


| 


й 
р 
у 
| 








торое: касательный вектор ^/ в точке ХЕХ - 9106 

совствие покрывающей точку хо карте (У а. из атласа, задающшего глаккую 
нЕ на Х, набор из п = м Х чисел, 7, ми, такая, что гс- 
ли (м, ф) - другая карта, покрывающая хо, и Е=(ЕР`. Е: 4( УПУ) > % (ПУ). 
— отображение перехода, то , 

| т м ед 
| у - 2.) 9! те с 
(где у’ - координаты в «(9АУ) = ^^ ). Смысл второго определения поня- 
тен (выбор локальных координат на многообразии естественно приводит к вы- 
бору ‘базиса в касательном пространстве) смысл первого опреде ления состо- 
ит в ТОМ, ЧТо если задан касательный вектор к мн гообрезию, то для гладкой 
функции можно вычислить значение производной в данной точке в направлении 
данного вектора. Эквивалентность между определениями формально устанавли 
`ается так; Если задан касательный вектор в точке х, в смысле нервого он- 
`ределения, то, карте, покрывающей х,, отвечает набор значений этого векто- #' 
ра на координатных функциях карты. Если же “” - касательный вектор в смнс- м 
ле второго определения и $ - гладкая Функция, то звачение оператора на 
$ вычисляется при помощи и покрывающей х, карты (9) <) по 
формуле э( о 

7 ( т) = Уф > у с, 2 








где 95/9 — част то производные функции {540 %() —* К. } 
но координатам у“ в %(10) < В" .(Незавясимость этого оператора от карты " 
выводится из формулы (* _. ь 
Касательные векторы к Х в точке х, составляют (по отношению к очерл иде} 
ным операциям) линейное пространство; это простренство обозначается через | 
Х и называется касательным пространством к Х в точке х,. Мнонество а 
всех вообще касательных векторов к Х, то есть Ц. ‚с Хахох» Обладает ест- 
ественной структурой гладко го многообразия. Эта о?руктура определяется 
атласом, который строится по стоуктуряому атласу 19,4) многообразия 
Х и состоит из карт 


мо. ‚ тде О и. 


Те ТА о) хр, Те = (6), (26, то ощ 
Предыдущие а применимы к ‚ода, в Х есть гладкое мно- \' 
‘тообразие с краем. В этом случае край имеет и ТХ. 
Во всех случаях м тх= А мх. | 
Упражнения: \®“ дифеоморфно №“ ; ТЗ” диффеоморфно мер, = 15° 
не дибфеоморбно 3х №^. ] 
Если \- гладкое отображение гладкого мно гообоазия Х в гладкое киог 0 


® 


образие У, то возникает гладкое отображение А ‚|х-51\ $ ето летво од» 





т: 
$ 








29. 


ределить с помощью первого определения касательного вектора: Гал (^^) 1 ($) = 
м (КА) [$ - гладкая функция на У]. Очевидно, ам, СТ. а 
и получающееся отображение 


а т, е< ео 


линейно. Отображение (\ называется еренциалом отображения К, отобра- 

хение а - дифференциалом в точке х,. Важен случай, когда \=К „тзе. когда ‹ 

\. есть просто гладкая функция на Х. В этом случае дифференциал р 
Ц. Ты,Х — Ты = В 

относит касательнощу вектору ^^ с Т.,Х число (}) ‚ т.е. значение произ- 


водной функции \, вдоль вектора х,$ как мы видим, наше определение дифферен: 
циала согласовано с определениям —диффоре нциала функции, принятом в анализе. 


и 


$ 5: Теория Морса 


= Пусть Х - гладкое многообразие и { = гладкая функция на Хх; Точка 
хос.Х называется критической точкой функции $ , если Цх3=0 , туе% если 
анна О производная функции } в точке х, по любому направлению: 

Если х, - критическая точка функция { ‚, то в касательном пространстве 
за хо возникает квадратичная форма -— `ВхОроХ дифференциал" пли "форма Гесса" 
функции Г : Определение таково: если х* 5 х,^ = локальные координаты в _ 
окрестности точки х,, т.е. координатные функции некоторой карты ти и 
покрывающей х.. то значение функции на векторе с координатами м, „т № 


. 
равно _ 5 И 
2 к 0х 


т ны корректности этого р оааниЕ МЫ ДОЛЖНЫ показать, что если 
| а у" ..- = другие локальные Морин В т точки Хо, то 
ыы э: 1 ы р В 
| 9х0 Е }. Ин 9х^ Ч 04 у 
Доказательство: 
0" { | 
79098 | бо 


Е 9 51 
= ее ы же (ка: = я, 


Очень важно, что славаемое в траурной рамке равно О, поскольку. Зы о = о 





ся 
е%' 


53 ее 
(=> | К. С 





о 94 | 
о д я |" 


— точка х, является критической. Если ху - не ‘критическая точка, то никако- 
го инвариантно определенного второго д ференциала не существует: в окрест- 
ности не критической точки функция является в надлежащих локальных коорди- 
натах линейной (даже координатной), и все ее ‘агорне часзные производные 

равны 0. 


`Критическая точка называется невнрожденной ИЛИ Морсовской, если фор-_ 





30; 


ма Весса невырождена (т.е; гессиан - определитель матрицы формы Гесса - 
отличен от нуля). Гладкая функция называется функцией Морса, если все ее 
критические точки невырождены. Функция Морса называется правильной, если 
ее значения в критических точках (они называются критическими ЗЕАЧЕНЕНМИ) | 
попарно различны.‘ | ; 
Заметим, что невырохжденная критическая точка всегда является. изолиро-* 
ванной критической точкой (это легко проверить, но это видно и из доказы- |. 
‚ваемой ниже теоремы 71), так что функция Морса на компактном многообразий. 
всегда имеет конечное число критических точек 
Следующие две теоремы служат базой теории Морса. | 
Теорема Т, ("лемма Морса") ‚ Если хо - невырожденная | критическая точ- е 
ка гладкой функции $ ‚ то существуют — локальные координаты х\. х”’ 





м 


в окрестности точки %, ‚, в которых х, имвет координаты (ОреьеО ) ивко- 


торых | 
—- ыы х") = бе) (Са (29)2-- (х" к чела Е 


где 4 - положительный индекс инерции формы Гесса. 
(Обратите внимание на отсутствие в правой части формулы привески 
“+...” ИЛИ "о(х)"!) | 
Теорема 2. На вояком гладком замкнутом (=компактном без края) многоо- 
бразии ‘существует правильная функция Морса. 
`` Поскольку ушвержднние теоремы 4. носит локальный характер, в ее дока- 
зательстве можно считать, что (Х,хо) = (#",0). | 
` Лемма. Воли 9:^—®  - гладная бунция с 90) 0, то сущеот- 
вуют такие гладкие функции 9.9, : Р"—>® , 30 
По де не" 
Доказательство леммы» ПООтАтОННо ПОЛОЖИТЬ 


| о вы. к 

нЕт ай. 1: 4х). ) | 

(Нужное равенство ое мулы ы 9 (4%^. ... $“) = 2 5:9. х”).) 

Доказательство теоремы Т.В силу леммы, 

{ (х) —= хх Г. (>, 

Поскольку 0= ее | 2 (0+2 5 т 9 = +. (5), лемма применима и к функ- 

циям У; : 
56) И, (>). 

Положим Че а 5. : Тогда до =дд и 

.. = г. 9% а" и 


(0) , так что матрица |9. (6) невырожцена. бстав- 








При этом 940) а 
паяся часть доказательства повторяет доказательство теоремы из курса ли- 








О 
‘нейной алгебры о приведении формы к каноническому виду, и мы приведем это 
доказательство в сокращенном виде, Произведя, ески нужно, перестановку ко- 
‘ординат и/или замену @х*'= хх ос)! оо, (ху, (хх, мы добива- 
емся неравенства д, 6) 20. После этого мы вводим новые координаты форму- 
лой 
РВ 20 | | 
ое аи а. _ 5 (х2) "= х р (с )=х 
( ео я т. , 
и нала функция принимает вид 


[09 = 0 и(%) (х!)= ря т о 9 (=) 28 сд. 
(Разумеется, новые координаты определены только там, где 9,*0О , но этого ' 
нам достаточно, поскольку 9, * О в окрестности 0.) Применяя подобное пре’ 
образование ко второму слагаемому, мы отделяем член с &*)” и т.д., пока 
функция не приведется к -е | 

Тод = до +... + бо"), 


После этого нам достаточно сделать замену (х = д... ©9| 2 и, в Пос- 
ледний раз, перестановку координат. 

Доказательству теоремы & мы предпошлем три леммы. 

Лемма Т: (выжимка из "теоремы Морса - Сарда"). Пусть Г: 1 бы” 
- гладкое ское отображение куба в куб. Обозначим через А множество точек хе Г; . 
в которых равен 0 авен 0 якобиан. ОЕ _ отображения В (т.е; вырожден дифференциал к 
4, Е ). Тогда множество Е(4] имеет меру 0; 

°_ Доказательство леммы: Фиксируем &>0 и разобьем |^ на М" малень- | 

ких кубиков, в пределах каждого из которых якобиан ТЕ изменяется не боль- 
ше, чем на & 2 Согласно известным формулам анализа, для кубика 4“ разби- 
ения 


















‚А д“... ЧА" < пох” мо [ФЕ] 
АК а 2 


А 


урл Е(х^) —= 
‘и, следовательно, | а ая 
вы АА к 78 2 зилА = М2) ^ ма" [ОЕ] ; тк 
я К ЕЁ 

| ео” 2 Рея 

(Формулировку и доказательство всей теоремы Морса - Сарда с коммента- 
риями см. в книге Рохлин-Фукс, Начальный курс топологии, П.З.3.@. ИЛИ В 
книге Хирша"Дифференциальная топология", тл, пет.) 

Лемиа 2. Пусть $: >" ® - произвольная гладкая функция» Тогда су- ' 
ществуют сколь угодно малые по модулю вещественные числа а, .., а, 
` такие, что - 

О Ц д = Ад) аи. - бы" 
- бужкшя Нороа. 

Доказательство. Рассмотрим о олад 3: >> В” с коорди- 
натными функциями 9% /0х^,., Э/0%х^ $ Если х - критическая точка функции 
$ › то. (од $) 69 = ©. и матрица поры производных функции +. в точке х 
совпадает с якобиевой матрицей отображения фай + в этой точке. Таким обра- 








з 






| | 32; 
зом, если ( не принадлежит (дла {) -образу множества точек вырождения дяф- . 
ференциала отображения длой Г › то функция 4$» не имеет вырожденных крити- - 
ческих точвко Это наблюдение делает лемму @ следствем леммы 1. р. 








Лемма 3; Если + есть Морса на Ф^ , то существует такое & 
что если частные произволине порядков 01,2 функций 3’ отличаются от соот- '. 
ветствующих произво нкции { не больше чем ‘на & ‚то {'- тоже | 
функция Морса, В | | | | 


Это очевидно: морсовость функции { равносильна неравенству 


7. 94/1419 дж | | >09, . 


р 
р 
р 
ф 
} 













и в качестве < нужно взять минимум в 0“ левой части этого неравенства, |. 
деленный на И+4А- (еч мая ынимуи длльме р 
Доказательство теоремы 2:' Для начала мы не будем заботиться о правиль-> 
ности функции Морса. Пусть Корелы - такой конечный атлас нашего замк- в. 
: гого многообразия Ху что (3) -®" и что уде множества «-‘(р”) покры- | 
- вают Х* Обозначим для д- (0.,...0,)<№^ через 9, функцию на Р“‚ определяе- | 





- . р“ | мую формулой о аа а обьх" на 2\ и равную !* 
ыы ВЕ О вне 2Р” ; при этом мы предполагаем, что Чо. глад-* 
ее ко зависит от а и стремится к О со всеми производны-|` 

п — ми при &-> О & Мы определяем функцию {Хх ® й 
РЕ как сумму 2. да,’ 4 (слагаемое (а °%; вне 5 

“. = мы доопределяем нулем)? Посдедовательность @\‚, точек пространства 

в^ выбирается таке Если 0), б-4) 9 выбраны, то 4..) подчине- | 


но двум условиям: во-первых, функция а За. ° | должна быть функцией 
Морса на %7т'(Т") [этого можно достичь в силу леммы 2] и, во-вторых; модуль 
|| = (0,&;:)) = должен быть столь мал, что прибавление слагаемого 
че =. _. не нарушит морсовости функции р Ча | | 
“© ` : ри, [8 а 7 4 ф 
на %®;'(7”),.., 4:“, 0”) [см лемму 3] $ Очевидно, } есть функция Морса, . 
хотя не обязательно правильная Ее можно сделать правильной, добавив к ней | 


нужное количество слагаемых такого вида: 
. (хо = критическая точка функции $ ;мно- 
хество А не содержит критических точек ет 
ции { я первые производные прибавляемой | 
функции на А столь малы, что новые критичес- 
кие точки на А не появляются) + | | 





Теперь мы переходим к основным теоремам теории Морса. эта теория пред- 
полагает, что на замкнутом многообразии Х задана правильная функция Морса 
{ . Для ‹с ® через Х< с обозначается "множество меньших значений" 
[хех |500 <с{! $ Очевидно, если сети" #10 Хе =Я г а если 
=Х +: Теория Морса прослеживает, как изменяется то- 
аний © на интервале (ии“|, мах $). 
дующие две теоремы; 


1 


© 2 мос $ ‚ то Ка 
пология множества Х.с При возраст 
Ее основными результатами являются сле 


33 


м 





Теорема 3. Если на отрезке |е.,с,{ отсутствуют критические значения 


хи 


ор 


—— 


Ункции. {+ , то многообразия Ххе,, Ххе, пифоеомороны: дифеоморризм мо- 


ттт 


‚гот бнть оделан тождественн: 
ры ПЕ ЕС 


м на Хе _: © Нроизвольным 6>0 .._. 
а №, Л Е р т я 


формулировка второй основной теоремы требует предаархтельного описа- 
ния полустандартной: конструкции, называемой "приклеиванием ручки". Пусть У 


- гладкое П, -мерное многообразие с краем п в. м о о\ _ = неко--- 
торое вложение. Рассмотрим произведение ре хр"“ ; край этого произведения г 

К- - -К- Ах К к о 
‚ость. объединение (5^“ к“) \)(р^х$" ""*) (причем (ИМЗ) =5 ‚х о а 


| приклеиваем, р Кир 
(р Т”-К) < Ак" с 


а : К-{ и- 
к У, отоядествляя каддую точку еб хр = 


разие, котороз можно сделать гладким, если предварительно выбросить из 
"- 
“хр К небольшую часть, ограничиваемую поверхностью, имеющую касание 


бевконечного порядка с О 
в). 





‘хФ”К вдоль 5х5" " , как показано ва рис. 






г ет Е ЯНИИ 


АЙ 2% 


а) приклеивание ручки . 6) пракленвание ручки 


го (к= тя И, = 





в) ущербление ручки 


. 7 ай | 
Товорят, что расширенное многообразие (т.е. ТУ, (В хр" 9 полу- 


2, п.= 3) 





г) приклеивание ущерб- 
ленной ручки 


Рис 30 & РА 


чено ия У приклеиванием ручки индекса К + | 

Комментарии к приклеизанию ручек. 19. Многооб- 
разие № 9.. (2Кх1”®) зависит не товько от обра- 
_за =) (Ар, но и от 7) . Например, прикле- 








ивание ручки индекса 1 к диску может сделат 
его цилиндром или лентой Мебнуса, причем то и 
другое молет случиться пои одном и том хе мно- 
жество \(5°хТ*) (рле. 34 ) 


ти. 





м (2) е о\ < \ . Получается топологическое многооб- 


пеоетриимееаиныя -` = 


Г. 


—=— 
ира я 


а-я 


б 





29, Напротив, от произвола в выбрре "ущеоблевия" и О" } не зави 
сит (с точностью до диффеоморизма). | | 
а. Приклеивание ручки индекса 0. Сфера $“ цуста, так что нри КО 
| вложение” спределено на пустом кнохествеь Са- 
ма же ручка Р*р” =Ф” отнюдь не пуста, но ее 
приклеивание производится без участия клел х про- 
сто к У добавляется всвая компонента р ю,2 
40, Привленвание ручки индекса п. Вели К-и. 
т о он жи 
О . Ввиду замкнутости сферы 
$", вложение м: <“ -55\ обязательно явля- 
ется дифеоморризмом на оду из компонент края 
`°ЭУ . Приклеивание же ручка состоит в том, что Е 
этой компоненте (сферической) приклеивается гар, 
й эта компонента края исчезает (рис. а в * 
59; Приклеивание ручки индекса. О увелячавает 
А число компонент на Л; приклеивание ручки индекса 
{ может уменьшить число компонент на Л: прикленваня ручек других индексов 
не оказывает воздействия на число компонент . 
69 Приклейвание ручки индекса Т может ориентирземое многообразие сде- 
лать неориентируемым (но не наоборот!) . Приклеивание ручек других индексов 
не оказывает воздействия на рриентируемость. 


_ 





Теорова 4. Пусть { - правиньная буякция Мороа на Х, 2 ПУЭтВ бт 22 Е) 


Ддд———_—_Ю— к я 
такие чола, что ст< со й На отрезве [стог] буныия + пнодт вле 
н`ое критическое чначение с, причем с - внутренняя точка отрезка [стс } 
Ъ 9 —— —— ь а 2 ке 


| полусзется 


сбответдвующая критическая точка иуоет индеко К › То7Л8 ео, 
из Хо, ПРЕкленванием ручки индекоя к. | 

. Иллюстрация К теоремам 3.,\. Х - тор, расположенный в р? как показано } 
— функция высоты (14,2) +> # . Эта функция имеет четире = 
критических значения, О,Т,2,3. Соответсвующие кри ическ-` 
пе точви имеют индексы О,Т,Т,®. На рис. видно, как | 
то получается из пустого множества последовательным при-: 


клеиванием четырех ручек: 


‚ за рис. т 












А ое 
Хеа,т = дырой “ № <2,9 


=. ТОР 


Приступаем к доказательству теорем. Пусть о - функция Морса на № 


Лемма; На Х существует гладкое векторное поле & с двумя св 
О в критических точках Функции. { и только в н} 






(4) обращается в ы 
о - о обызвонная бункции © по вокторам поля ноло- 
(4) в некритических точках проязводная функций > ПО Ве 


жительна. 


Е ОР о и ибо 








им 
А} 
мо 























` торс 


‘=! дырой тор 


Рис. 55 

Доказательство, Зафиксируем конечный атлас | 04.5 многообразия Х и 
разбиение единицы 14. 5 , подчиненное покрытию 10.1 (т:е. набор гладких функ- 
ций ^.:Х -> [©,41 , таких, что 0\))=0 и что .=4 ; существование - 
упражнение). В 0. берем векторное поле $. с координатами ор / 9х, ‚ где 
х; - локальные координаты в \. . Затем поле $. мы умножаем на 4. ›‚ до- 
ойределяем \ &. нулев вне \\ и полагаем $ =: №: 8 

Построенное векторное поле называется градиентноподосным для $ = 98 
анализа известно, что через каждую точку многообразия Х , не являющуюся 





36% 

нулем поля $ проходит единственная гладкая кривая ("линия тока поля"), ко- 
(у торая во всех точках касается поля. Очевидно, = 
И ) злоль линий тока градиентноподобного вектор-. ‘. 
о ного поля функция монотонно возрастает (про- ‚ 
и К ° извоцная положительна). Поскольку она не мо- | 
жет возрастать неограниченно (многообразие Х Е 

компактно), линия тока обязательно имеет конец 
в критической точке функции (как правило, в | 








и ланий тока. р ( ИИ точке максимума). . 
ча пл ти с в 1- й 
Е - ‘у- В дальнейшем мы предполагаем фиксированным 
хо САЛА мда НЫм 
Мом и седлом ‚градиентиоподобное поле Е для функции $. 


Локазательство теотемы 3. Предположим, чтона отрезке [©’с©"] нет крити- 
ческих значений функции { . Через каждую точку х отовВаАя Хит =е 9 
прохолит единственная линия тока поля $ , и эта 


ний в елинственной точке протыкает Х< (она не 


и 

| 
й 
ь 
| 
и 
, 
р. 
Е 


— 





может кончиться раньше, потому что на отрезке 
[<.с’|] нет критических значений), Обозначив эту 
точку 


росе, очевидно, ‘является диффеоморфизмом (обратный диффеоморфизм строится 
топ же, как Ф.." при пощо`ши поля -< вместо & ). Предположим теперь, 

что критические значения отсутствуют на отрезке (с.,с,] $ тогда они отсут-_ 
ствуют и на отрезке |[<,-#, с,] с некоторым положительным & о Диффеомор- | 
физм Ф между Х. си Хе мы определяем формулой 


через сес» (2) , мы получаем отображение %®., с„ Хе’, —* Хе › КОТО 
/ 

| 

1 

| 


| © если 4 с,-Ё 5 | 
45 , в 


ие 7 
где № - гладкая функция [оке Е. ‹,<] ‚ такая, что | (с,-®) =6,-Е, 
И К (с, а =) =..= 0, № (с) = ©, а - 
(см график Даа, 

Доказательство теоремы 4. Предположим, что мехду 
линиями уровня Х. ‚ №, лежит критическая точка 


} 
р 








56 —. хо С критическим значением © ‚< с< с, . бо- | 

О гласно лемме Порса, Х обладает системой азкальных = 
координат, в которой функция { представляется как ©- ее 
те + . На рисунке 39а заштрихована попадающая в = карту 
\ Моробскад КартА 1 





< г 

вии й 
- и, та « ЛИН № Оки 
ИИА. ыы ый 
МЕ т прадиенином в д КРАХ 





37. 
ВЕ мг м и 
часть множества <, Х сс, Эо'ие учка индекса к (это видно более яс- 
но на рис. 36, который отличается от рисунка’ З6 а лищь ракурсом). Более 
Точно: Хе, пересекается с нашей картой рф". Часть многообразия 


< о ва 
: 2 нат п . ‘4 м: м с - 
о аь ‚ лежащая вне карты, есть (% (35° хр) х [6 , 6,1 - это до- 


казывается уже известным нам способом с помощью линий тока градиентноподоб- 
ного векторного поля. Эту часть, сгладив ее край, мы при 


`„ 


исоединяем к 


У. би. рые. З4, )/ | “С 
от чего Л‹с, н6 меняется Оставшаяся часть Х ‹с есть произведение 
к а к як 

Вх "в ‚ склеенное с Х.. шо $“ хз". 


А 





Рис. 3 > 
Теорема доказана, 
“Упражнения. ть Доказать, что на связном многообразии существует 
функция Мррса, имеющая только един максимум (локальный) и только один ма- (о 
НИМУМ . 29; Доказать, что на произвольном замкнутом многообразии существу- то 
ет функция Морса, значение которой в каждой критической точке равно индексу!.. 
этой точки. 39, Доказать, что на сфере с любым числом ручек существует | 
(неморсовская) гладкая функция, имеющая только три критических точкн (при 
_ 10м две из них будут невырожденен). | 


=? 


= 


$ 6. Классификация двумерных компактных многообразий 


" 2 ра | я | коде Зе че 
Возьмем сферу 5` и проделаем в ней ты дыр. К первым 24 Пы-: 
рам мн приклеиваем ручки. К следующим \, мы приклеиваем по их границем 


ленты Мебиуса (это приклеивание не может быть проде-о 
лано в @?, но представление о нем может дать раб. 

38 : диаметрально противоположные точки края дырх 
соединяются отрезками, которые попарно не пеозсеха- 
ются). Остальные К дыр остаются незаклеенными. Но- 
К. пленками Меблуса ._ 





Рис. 38 


лучающаяся поверхность называется сферой с ручками, 
и К дырами; она обозначается через (4), к) . Заметим, что 


$(0,0,0) есть сфера, 

$ (0,0,1) есть диск, 

$ (0,0,2) есть цилиндр, 

$ (1,0,0) есть тор, | 

$ (0,Г,07 есть проективная плоскость, 














$(0,Т,Г) есть лента Мебвуса, 
| $(0,2,0) есть бутылка Клейна; 
Ясно также, что поверхность $(4,\, К) ориентируема тогда и только тог- 
да, когда \=0 . 
и 


Теорема. (1) Всякое непустое связное компакхное двумерное многосора 


= 





зие диффеоморфно многообразию 5(9, №, ©) 6 №=9_. (2) и "23 а 
то 53%, \, К)  диффеоморбно $ 4-1 м-9, к) ‚ (3) Если (дея (5, ©) 
и .<2 <“ , то многообразия $ (а, \, Е), $90 в) не дибзе- 


оморфны и даже не гомеоморфные 
ж————ы > — мщд—_——=——- у 
Доказательство. Начнем с части (2). На рис. 3 изображена операция 


о — — — — — — — 
мех 14: ' 


приклеивания "вывернутой ручки". Рис. 40 показыва- 
ет, что круг с вывернутой ручкой - это то же сахов-. 
что цве ленты Мебиуса, склеенные по отрезку края = 


[круг в вывернутой ручкой разрезается на две части ^ 
(рис.&0 а), линия разреза - отрезок, части - лен- 


ми ТР 


ты Мебиуса (рис.10 6.)[. Таким образом, приклелва- 
ние круга с вывернутой ручкой равносильно приклейва> 
нию двух пленок Мебиуса. В то же время ясно, что 
если поверхность уже содержит ленту Мебнуса, то при- 
клейвание к ней вывернутой ручки равносильно прек- 
леизанию обыкновенной ручки (рис. М ). Е 


$ 








елены пе Збены т оо д рый фене сони соль Коби авось Золе поибаи заатеиННй 





Следовательно, при Н > 4 


Е О 






| Рис; и к 





Часть оказана; Для доказательства Асти (3) заметим, что если 
поверхнобяи $ В (9, |") томеомейбнн, то К'= К (чело компонект 
рая - топологический инвариант), и что они останутся гов 
приклеивании К’. К кругов к этим компонентам края. Таким образом, ин 


можем ограничиться случаем К=К=О. Пусть оо, р, В) = $, '0); Фунра= 


о ттт 


мя 
я тинх уплти 
еоморрныма при 


2 
Я 


ментальная группа поверхности 5(4/м, 0) — более или менее вычислялась в 
главе : эта группа пороядена 94+), образующими @.,..,@,, 6,.., 35, 
с)... ©, = › И эти образубщие овяданы единотвенииы соотнопением 


. 2 


И а: 6. ее = 


Неискушенного читателя в этом’месте легко обмануть, сказав, что поверхно- 
сти 5( А, 0), у (9.10) не гомеомоёфны, потому что, как это видно, у них 
разные фундаментальные группы. В действивельности из приведенного опхса- . 
ния фундаментальных групи совсем не видно, что они не изоморфиы между соб- 
_ 0й; это и неверно: ведь За 0) = 349 Один из способов доказать, что 

-две группы, заданные образующими и соотномениями из изоморфны заключается 





в переходе к коммутативным группам, Добавим к нащему ‘соотношению тохдест- 
венное соотношение коммутативности: образубщие нерестановочны между соб... 
Изоморфные группы при этом должны остаться изомороными, Мы получаем абеле- 
ву группу с 94 + образующими, за которыми мы сохраняем обозначения 


'‚ И соотношением 
ая > 


9 (+. +6) = 0.1" 
Это = группа 


ое 
(е..® 2 если и = 0, 
Е а : 
о ь т. 
са до, Го 


ЗаА+А-1 


р Аа: | И ще. 2 И Е 
Теперь действииельно” видно, что если (9. Ка) и ВА 52 ‚зо 
поверхности 5(%\,0}. $ (90) не гомеоморфны» | 

Переходим к части (Т). В ее доказательстве мн поимений Теорию горсё. 


рва 


с- 
— 


© 


40% 
Нам достаточно доказать, что связная замкнутая (не имеющая края) 
поверхность гомеоморфна 5(4,\,0) с некоторым и \. (если край есть, 
мы заклеиваем его кругами), Согласно теории Морса, наша поверхность Х 
получается из В прикяеиванием ручек индексов О,Т,е: | 


О ВЕ 


Х. есть диск, т.е; $ (0,0,1). Примем индуктивное предположение, что ках- 
дая компонента поверхности Х, есть поверхность вида 5 (о, }, к) и покажем, 
что то же венно для ое ; (Этого нам хватитз мы получим, что каждая ком-. 
понента поверхности Х /есть поверхность вида Ув, К) ‚ето поверхность 
Х/=Х связна, т.е. компонента всего одна, иу нея неш края, т.е. к=0.). 
_ ‚Х: получается из и ‚ приклеиваниим ручки индекса О›Т или 2. Если 
“ индекс = 0, то приклеивание ручки состоит в присоединении диска, т.е. 
комопненты 5(0,0,4) . Пели индекс = @, то приклеивании ручки состоит в 
_ заклеивании диском одной из окружностей, входящих в край, т.е. в умень- 
шении на 1 числа К в одном из Зам, к) ‚ входящих В и . Переходим к 
более содержательному случаю, когда индекс = ТТ. |. 
В этом случае к Х. приклеивантся полоска НН ‚ два | 
конца которой присоединяются к компонентам края. Возможны слудующие слу- . 
чая. а . 
(а): Полоска приклеивается к компонентам краев разных компонент мно. 
_ гообразия Х; | $ — . 





© у ь. о. 


Если эти компоненты были 5(4\*К) и За) ‚ то из них полу- о 
чится 9 (4447, В+, к+ К 4). т 
(6) Полоска приклеивается к двум разным компонентам края одной ком- › 
поненты многообразия Х,‚.. Две дыры, ограничиваемые этими компонентами 
края, можно свести на одном, немного большем, диске. Приклеивание нолос- . 
ки производится одним из двух способов, представленных на рис. 43, коли, 
| | наша компонента Х,;_, была 
(а, Ъ, в) ‚ то в первом | 
случае получится 3 (дл, №, КА) 
во втором — (+ д, ай ь 
(см. рис,Я/На следующей страни- _ 
це). | | - 








о 





лента Мебиуса 





Рис. 59 44 


Если эта компонента была 


ся $(941,Ъ, К-4) 





5@,Ь, 


я 


первом случае из нее получит-. 
‚ во ре - $4.14, Е-4) 
(в) Поло приклеивается в одной компоненте края Х.и. Это можно сде. 





ГВ 


#45). В пер- 
вом случае из $(4,5, К) получится 
$ (4, р, и а 
ОИ? У(а, ва 


во втором - 
(см. 


с. 246) 
а аа абсолютно во всех 


лать двумя способами (рис. 





ту 
случаях все компоненты поверхеости 


Х: имеют вид $(95 40 К’. 
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Индукция И и наша теорема 
доказана. 
Упражнения, Т. Доказать, что 
| позорхнооть, задаваемая в СР% 
Рис. 9246 уравнением зая“ = 0 
| (в однородных т есть соера 
(т-4)(м-2)/З. ручками. ан) =29 (Р-Р) 
2. Доказать, что поверхность, задаваемая в ©0” х ©Р* уравнение 
(3,,з, - однородные координаты в одном СР ‚ \,\, - в другом) есть 
сфера с Ф-(- 1) ручнами. 
3. Над какими топологическими пространствами может служить накривающе 
сфера с 7 ручками? Поверхность $(4,“, К) ? 


ывающей х 


